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Ein Brief als Vorwort. 

Hochverehrter Herr Professor, 

Gestatten Sie mir an dieser Stelle einige persönliche Be- 
merkungen. 

Es sind bereits mehrere Jahre her, als mir Ihre bahn- 
brechenden Schöpfungen auf dem Gebiete der Äpolaritätstheorie 
die erste Anregung gaben , auf diesem Wege zu einer allge- 
meinen projektivischen Theorie der linearen Räume vorzu- 
dringen (cf. Kap. HI und pg. 203). 

Allmählich erkannte ich dabei vor Allem die Nothwendig- 
keit, Ihre Resultate mit der binären Combinantentheorie in 
innigere Verknüpfung zu bringen. Nunmehr, wo ich die erste 
Frucht meiner diesbezüglichen Studien vorlege, hoffe ich, dass 
es mir gelungen sein möchte , Ihre Theorie einmal nicht uner- 
heblich weiterzuführen, andrerseits aber auch in neuen Zusam- 
menhang mit manchen, scheinbar abseits liegenden Gebieten zu 
bringen. 

Ich fühle die Verpflichtung, meiner Verehrung Ihrer 
Leistungen in dieser Widmung öffentlich Ausdruck zu geben, 
wenn ich auch nicht in Abrede stellen kann und will, dass die 
gemeinte Theorie auch von anderer Seite her, so besonders von 
H. Rosanes, und in neuester Zeit von den H.H. Brill und 
Stephanos namhafte Förderung erfahren hat (cf. Litteraturverz.). 

Desgleichen muss ich in weiterem Kreise der wichtigen 
Arbeiten der H.H. Sylvester, Smith, Gordan, Brill, Sturm, 
Em. Weyr, G. Veronese u. A. ganz besonders hier Erwähnung 
thun. 

- Was die Anordnung und Darstellung des Stoffes angeht, 
so muss ich in verschiedenen Punkten auf Ihre gütige Nach- 
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sieht rechnen. Abgerechnet z. B. stilistische Schwächen^ bin 
ich mir namentlich bewusst, dass einzelne (mittlere) Partien 
von Kap. 11 einen breiteren Raum einnehmen^ als sie ihrem, 
theilweise nicht neuen, Inhalte nach dürften. Es dürfte mich 
hier in etwas rechtfertigen y dass ich mich in den Stand setzen 
wollte ; mich später auf diese Dinge in möglichster Kürze be- 
rufen zu dürfen. 

Desgleichen sind die bei den verschiedenen Theilen des 
Werkes geforderten Vorkenntnisse von ungleicher Nfitur vgl. 
z. B. Kap. I mit der ersten Hälfte von Kap. II. Zum Theil 
möchte dies freilich in der Verschiedenartigkeit geometrischer 
und algebraischer Auffassung begründet sein. 

Endlich ist die Trennung zwischen Bekanntem und Neuem, 
Fremdem und Eigenem nicht immer scharf und conseqnent 
genug beobachtet: mir schwebte hauptsächlich die Absicht vor, 
der Gestaltung des Ganzen ein individuell möglichst einheit- 
liches Gepräge zu geben; ich habe in diesem Sinne sämmtliche 
Entwicklungen, auch wo sie sich auf geläufigere Dinge beziehen, 
noch einmal selbständig durchgeführt. 

Im Uebrigen sei mir erlaubt zu bemerken, dass Unter- 
suchungen , die schon von vornherein im Hinblick auf das ge- 
steckte Ziel einen so ausgedehnten Umfang erreichen mussten, 
im Einzelnen manche Lücken zeigen und vielfache Berichtigung 
erheischen werden (cf. pg. 347). Sollte doch auch in dieser 
^systematischen Voruntersuchung^ keineswegs das volle Mate- 
rial zum künftigen Gebäude , bis in's Detail der inneren Ein- 
richtung, beschafft sein. Dagegen, scheint mir, sind die wesent- 
lichen Begriffe, Beweismethoden und Sätze so weit entwickelt, 
wie ich sie behufs der Durchführung der allgemeinsten Theorie 
(cf. Kap. III) zur Zeit für hinreichend halte. 

Tübingen, Anfang März 1883. 

W. Franz Meyer. 
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Einleitung. 

Das Werk, das ich hiermit dem mathematischen Publicum 
übergebe, zielt in letzter Linie (cf. Kap. III) auf eine durch- 
greifende Verwerthung der Algebra für die höhere Mannig- 
faltigkeitslehre. Es steht damit nur scheinbar im Wider- 
spruche, wenn ich die geometrischen Formulirungen fast durch- 
gängig nur als Einkleidungen rein algebraischer Wahrheiten 
ansehe, wie sie im Wesentlichen nur dem Zwecke einer besseren 
Veranschaulichung dienen. Denn betrachtet mau einmal prin- 
zipiell algebraische Ueberlegungen als die Quelle der ganzen 
Forschung, so muss, streng genommen, Alles, was sich ihrer 
Anwendung auf fremde Gebiete erschliesst, als Beiwerk er- 
scheinen. Allerdings kann dann dieses Beiwerk, sofern man 
es an und für sich und unabhängig von dem Leitungswege be- 
trachtet, einen bedeutenden und bleibenden Werth bean- 
spruchen ; späterer Forschung bleibe es überlassen, direktere 
Beweismittel aufzuspüren. 

Wegen des Einzelnen kann ich hier auf die Einleitungen 
zu den einzelnen Capiteln, Abschnitten und Paragraphen ver- 
weisen : nur das erste Capitel bedarf einiger erläuternder Zu- 
sätze. 

Dieses nimmt schon insofern eine Ausnahmestellung ein, 
als (abgesehen von seinem rein algebraischen Charakter) der 
Gang seiner Entwicklung keineswegs eine kanonische Stabilität 
beansprucht; vielmehr erkennt man leicht, wie sich darin ein 
mehrmals in sich zurücklaufender Process wiedergiebt, dessen 
einzelne Phasen mannigfach ihre Rolle vertauschen können. 

So z. B kann man von der Form des Schnittpunkt- 
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theorem8 §. 3 ausgehend (die man leicht als eine nahezu 
a priori evidente aufstellen kann) , den Grassmann'scheu Satz 
(§. 1) ableiten. 

Äehnlich kann man mit wenigen Mitteln direkt zum Be- 
weise des wichtigen Combinantenprincips (pg. 39) gelangen^ 
das dann die verschiedenen Formen des Schnittpunkttheorems 
a nuce enthält. 

So ist weiter der Funktionaldeterminantensatz am Ende 
des Capitels als direkter Ausfluss des Grassmann'schen Satzes 
darstellbar etc. 

Die gegebene, scheinbar etwas complicirte Gestaltung 
dieses Capitels ist gewählt, einmal , weil die mancherlei Hülfs- 
sätze später zur Anwendung kommen, und dann, um den innigen 
Zusammenhang mit verwandten Untersuchungen (namentlich 
der H.H. Gordan, Brill und Garbieri) zu beleuchten. 

Inzwischen sind neueste Arbeiten (der H.H. Brill und 
Stephanos) erschienen, die sowohl das erwähnte Combinanten- 
prinzip als verschiedene Sätze über die Involutionen vierter 
Ordnung enthalten. Ueber die dadurch eingetretene Verschie- 
bung meiner Prioritätsansprüche cf. pg. 241 

Im Uebrigen bitte ich den Leser, der sich vorerst mit Plan 
und Anlage des Werkes vertraut machen will, mit der Lektüre 
von Gap. II zu beginnen und erst bei Gelegenheit auf Cap. I 
zurückzugreifen. Das Hauptprinzip, die Räume (spec. Ebene 
und Baum) mit allen ihren Elementen auf die bez. „Norm- 
curven* zu beziehen, wird ihn als sicherer Führer geleiten. 

Das letzte Capitel tritt hier zwar nur als ein, wenn auch 
sehr beachtenswerther Anhang auf, wird jedoch in dem künf- 
tigen Werke jjüber die linearen Räume* (cf. pg. 348, 396) eine 
der wichtigsten Grundlagen bilden. 

Tübingen: Anfang März 1883. ' -' 
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Capitel I. 
Die rationalen Gurven. 

§.1. 

Der Grassmaim'sclie Fundamentalsatz über die Determinanten 

einer Matrix. 

1. Dieser Satz befindet sich mit Beweis (was ich einer 
Mittheilung des Herrn Dr. Mehmke in Stuttgart verdanke) 
in der Grassmann'schen Ausdehnungslehre vom Jahre 1862 
Nr. 112. 

Er bildet weiterhin die Grundlage der Abhandlung von 
Clebsch ^Uber eine Fundamen talaufgabe der Invarianten- 
theorie« Göttinger Abhandlungen Bd. XVII (1872). Clebsch 
stellt den Satz von Neuem auf und beweist ihn mittelst 
Determinantenmultiplication^ spricht aber zugleich die Ver- 
muthung aus, dass er sich schon bei Grassmann befinden 

könnte ^\ 

Ich halte einen neuen Beweis des Satzes für nützlich^ 
der mir ziemlich einfacher zu sein scheint. 

Es genügt vollständig; die Methode des Beweises au dem 
einfachen Fall einer Matrix von zwei Horizontal- und fünf 
Vertikalreihen darzulegen. Der Bequemlichkeit wegen soll^ 
wie bei Clebsch^ die Vorstellung eined Kaumes von 4 (resp. n) 
Dimensionen beibehalten werden, um so mehr, da sie jetzt 
so ziemUcti allgemein üblich ist. 

Durch zwei Punkte (ai) (ßi) dieses Raumes geht eine 
„Gerade« (1) pXi = «iX + ßi|i (i = 0,1,2,3,4). . 

W. Fr. Meyer, ApolariUt 1 



2 t)io rfttionftlon Curven. 

Kin Linoar^obildo 

int <lurrh vior IMiiikto oindentig bestimmt: durch die Gerade 
( 1 ) ^'olit uIm) noch oino /«wcifach unendliche lineare Schaar 
d. h, dio Oonulo ist auch dargestellt durch das System 

(l\) an, = \i^m + v,n + n^p (i = 0, . . 4) , wo ({iO (V|) 

(k^) irgend droi solcher Lineargebilde sind, deren gemeinsame 

Puukto obou dio Punkte unserer Geraden sind. Dabei sind 
X» \K roAjK m» M» I» hotuoj^^eno Parameter, p, or beliebige Faktoren. 
I ^wnn *iiul bekanntlich nach Plllcker & Cayley als homogene 
i\HUHUnateu der (»eraden entweder die Determinanten der 
Matrix ^Ä4 jS^"^ mler die der ^ilatrix {^ Vj t^j) aufzufassen 
d, *, ?^\^lelu\ die *ioh bei , Verschiebung* der Piuikte a, p auf 
der Geladen rxN*|K bei ^Dr^hung* der Gebilde |i, v, ic um die 
iUn^de nur i<* um einen ^'uieius^uuen Faktor ändern. 

8v*li uuu ein Piuikt ^x"^ in einem Lineargvbilde .(ii^ 
Ue^v«x *^^ t5u%let die KoIauvmi 

l\* vx^M v"t*V:ilvir je vi er Puuk; j:. der Geraden in 
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(7) i>03 3l23 +i>04 ffl24 = 



WO 2,_= 



t., 


Vi 


TTi 


f^m 


Vm 


•Jl^in 


[^ 


Vn 


7C„ 



Hätten wir statt der Indices 0, 1, 2 die andern i, w, m 
gewählt, so hätten wir erhalten: 

5 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 in irgend einer Folge). 

Dies ist die gesuchte Relation. Dafür können wir 
anch schreiben 



JPll ^kmb 



i-4-k 



Ql 



mn 



( 1) «kmn 



l-hk 



oder (9) pp = (—1) ?,„,„' 



ik 

Genau in analoger Weise ergiebt sich die allgemeine 
Formel (10) p^,^ = (-1) -"':"'^"'-3„,,.., 

Es gilt dabei die einfache Regel, dass die Folge der 
ganzen Indexreihe 0, 1, 2, . . ,d durch Löschen der einen 
Theilreihe i, k^l, m . , , in die Folge der Restreihe r, 5, ^, m, . . . 
übergeht. 

Dafür kann man bekanntlich auch schreiben 

(10*) PI? =q 

wo dann iklm . . . por . . . eine positive Permutation der 

Zahlen 0, 1, ... d ist *\ 

Rein algebraisch spricht sich unser Satz dann so aus: 

^Die vollständigen Determinanten der Matrix 



(11)- 



a a ^. . . a 

11 19 Iq 



a 



21 



a a . . . a 

il ii iq 



i < q 



sind (bis aufs Vorzeichen) proportional den vollständigen 
Determinanten der Matrix 

1* 
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(12) 



^H-l,l ^14-1,8... ^i-M,q 



a 



14-1,2 • 



: q4 



a 



q.« 



a 



qq 



und zwar die Determinante aus der ^j " ^"2 " 



r^ ° Verti 



1 i 

wo wieder r, r. r. r, . ^ 

X X • • • 1 1 "1 X 



kalen der ersten proportional der aus den Restvertikalen der 
zweiten gebildeten d. h. 

(13) pp .,^ =q^ ^ 

r irgend eine positive Permutation 

der Zahlen 1, 2, ^ . . g darstellt, unter der Vorj^ussetzung 
der Relatiojien: 

(14) a,a, + a,a^4-...a a_ = 

^ / n 8l * ri b2 * rq sq 

WO r = 1, 2; . . . t I 

s = i + 1; * + 2, . . . gl 

Für den Fall einer Matrix mit zwei resp. vier Reihen 
erhält man die bekannte Relation zwischen den Plücker'schen 
Strahlen- und Axencoordinaten einer Raumgeraden pp^^ = g^^^. 

Die linearen Schnittpanktsgleichungen erster Ordnung für die 

2 
rationalen ebenen Curven vierter Ordnung (R^) (als Typus für 

die rationalen Curven n*«' Ordnung im Raum von d Dimensionen). 
2. Gehen wir von der bekannten Darstellung derselben aus 

J D a 

(1) px^ = «p,(X) = a„ X + a,j X -|- a,, X + a„ X + a,^ 

(* = i, k, 1=1,2, 3) 
80 liegen vier Punkte derselben X, X^ X, X, auf einer Geraden 

1 2 tt 4 

(2) «^ M, a;, -f M^ a;^ + Mj a;, = 

wenn die Xdie Wurzeln der Gleichung sind : 

(3) «^ - M,?, 4. „^ ,p^ + jtj y^ X* (M, a,„ + M^ a^„ + «^ o,,) 



V 
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+ ^ K «ii + \ »kl + ^i «ii) + 

+ (Wj a„ + «k %i + ^ »u) = Ö 

Demnach sind die elementarsymraetrischen P'unktionen 
der X lineare ganze Funktionen der U] die Elimination der 
letzteren ergiebt die gesuchten Relationen. 

Wir setzen der Homogeneität wegen 



(4)X^ + X, + X3 + X,= 



So 



So 



^^4 






\ Xg X3 X^ _ 



►0 



und verstehen unter x einen beliebigen Faktor; dann ergiebt 
sich aus den Gleichungen 

i 

(5) (—1) xs^ = u. a,^ + u^ a^^ + w, a^ 

die Nothwendigkeit des Verschwindens aller vollständigen 
Determinanten der Matrix: 



(6) 



«0 «10 \o % 

— «1 «11 «kl «11 ' 
«2 o„ a^ a^ 

— «8 «1» «M «JJ 

** % »M «M 



3. Definitionen. 

Wir werden weiterhin die 5^ (i von bis 4, allg. bis n) 
schlechtweg die (homogenen) symmetrischen Funktionen 
der 4 (allg. n) Grössen (Parameter, Argumente, Wcrthe, 
Punkte) X nennen. Sind mehrere Reihen derselben vor- 
handen, 80 seien sie mit 5^, 5^, a^, t^, t^, etc. bezeichnet. 

Umgekehrt seien der Kürze wegen unter „die 5j, Si etc.* 

solche symmetrischen Funktionen .von Grössen X, [i etc. ver- 
standen. 

Die vollständigen Determinanten einer Matrix nennen 
wir ihre „Kerne*. Das Verschwinden eines Kernes invol- 
vire dann eine „Kerngleichung*. 
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Verschwinden alle Kerne einer Matri:^^ so sagen wir, 
^die Matrix verschwindet^. 

Die in (6) erhaltenen Gleichungen nennen wir die 
linearen Schnittpunktsgleichungen (oder die ersten Grades) 

2 

der JR^, weil sie in den ^^ linear sind; und zugleich erster 

Ordnung, weil sie aussagen, wann vier Punkte der Curve 
auf einem ebenen Punktgebilde erster Ordnung (d. h. 
einer Geraden u^ = 0) liegen. 

Daraus erhellt die Bedeutung der Schnitt- 

punktsgleichungen- g^^ Grades m^^ Ordnung für 

irgend eine rationale Curve n ^ Ordnung im 

d 
Raum von d Dimensionen (eineiZ): 

(7) px. = (p,(X) = a,^ X° + a,^ X'^''^ . . . a,^ 

(i = 0, 1, . . . d) 
von selbst. 

Auch alle Umformungen der Schnittpunktsgleichungen 
(wenn nur Grad und Ordnung erhalten bleiben) sollen 
unter jener Bezeichnung miteinbegriffen sein. 

4. Das Ableitungsverfahren für die Gleichungen (6) ist 

d 

unmittelbar in gleicher Weise auf die R^ (7) anwendbar. 

Ihre linearen Schnittpunktsgleichungen erster 
Ordnung sind gegeben durch die ^verschwindende* Matrix: 



lO kO 10 mO 
^1 ^11 kl ^11 ^ml • • • 



(8) 



mn 



\( 1)°^ ö, »w «1 ö 

\\ -^ n io kn In I 

WO i, /c, l, m, . . . die Zahlen 0, 1, 2, ... d sind. 

Wo es im Weiteren nicht ausdrücklich anders betont 
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wird, nennen wir dieses einfachste System von Schnittpunkts- 
gleichungen der B „ihr Schnittpunkttheorem*. 



§.3. 



2 



ümfonnimg des Schnittpunkttheorems der R^. 

5. Das System der Kerngleichungen (§. 2 (6)) ist be- 
kanntlich zwei Gleichungen aequivalent'l (Geometrisch 
heisst das, dass eine Gerade durch zwei Punkte (der Curve) 
bestimmt ist.) Solche zwei Gleichungen kann man im Allge- 
meinen aus den fünf Kerngleichungen beliebig ^ auswählen; 
eine wird etwa sein 



(1) ^4 



^0 % \o %^ 

- ^1 ^11 «kl »u 
*2 «iS «k2 «12 
i— ^5 «1» «M S 



= 



Bezeichnen wir eine dreireihige Determinante, wie 



a a a 

iO kO 10 

(2) [a^,\,a,, 



«12 «k2 «12 



mit d (so dass d = — d etc. ist) . 



Uli 



102 



so stellt sich Ä^ in der Form dar: 

(3) A^ = s^ d,,3 + s^ c?^3 + s^ d,^3 + S3 d,,, = 0. 
Analoge Form haben die andern vier Gleichungen: in 
^ = kommt s, nicht vor und der Faktor von s ist dr t r 

i i '12 3; 

WO r r r, die natürliche Reihenfolge der drei Zahlen ist, die 

18 9 

ans 0, 1, 2, 3, 4, nach Streichen von i, r restiren. 

Nach dem Grassmann'schen Satze (§, 1) sind die Kerne 



d,^, der Matrix 

ikl 



(4) 



»iO «il % *iS «u 
i% «U «. «» «U 
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,in4-ii 



/ 



proportional (—1) A^^, wo A^^ der jedesmal entsprechende 
Kern der Matrix 



(5) 



\<Z CC OL OL OL 

^1 ^2 ^S ^4 

h ß. h h h 



ist, d. h. A = 



m n 

iß ß 



[und zwar folgen sowohl in d^^ als in A^^ die Indicea in natür- 
licher Beihe] unter den Bedingungen 

-^i = «0 «10 + «.«„ + ••• «4 «u = 0, 
IB. ^ ßo «,o + ßx ««+... ß, a,, = O/""'"^ 



(6) 



A^ = A, = 
B, = 0B, = 0, 



Dadurch geht z. B. Ä^ über in 
(7) A^ = s^ A,. - s^ A,. -f ., A,, 



«S ^48 + «« A^ = 



(wo A,. = 



OL a 

4 4 



= 0) und A^ in 



(10) 



ß^ß^ 

(8) A, _. Sr (-1) s^ A = 0. 



Diese Form stellt sich wieder dar als die lineare Com- 
bination 

(9) ^, = «.ß,-ß.«, = 
der beiden Formen 

\ ^ V« — «1*1 + «/2 — V» + V* = 

Iß. = ßo*o - ß,*i + ß,*. - ßs«, + ßA = 0- 
Daher sind die fünf Kerngleichungen auch den zwei 
Gleichungen 

a. = ß, = 
aequivalent. Das Resultat ist also folgendes: 

^DasSchnittpiinkttheorera deriJ 

4 

(11) pxj = a.^ X* + a^, X' + . . . + a,^ 

ist symmetrisch dargestellt durch die beiden 
Grleichungen 
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(12) a. Sa.s,(-1)' = ß. .:. 2ß, *, (-1)' = 

WO die (aß)jj^ bestimrat sind durch die 6 Gleichungen : 

(13) S^ a^ a,^ = S J^ ^i, = 

(i=zi,k,l= l, 2, 3) 

Die Interpretation im Räume von 4 Dimensionen möge, 

als hier unwesentlich , unterdrückt werden. Das Gleiche gilt 

von folgender Nummer. 

6. Combinirt man in gleicher Weise das Schnittpunkt- 
theorem der JS {§ 2 (8)) mit dem allgemeinen Grassmann'schen 
Satze (§ 1 (11—14)), so erhält man als Resultat: 

^Das Schnittpunkttheorem deri2 

(14) px^ = y -k + a,j X°"' + . . . a»« = ^^(X) 

(i =' 0, 1, . . . (Q 
ist symmetrisch dargestellt durch d.ie ^n — d^ 
61 eichungen 

(15) A,. - Si «,, *, (-1)' = 



(Ä = 1, 2, . . . (n— ö!)) 
wo 

(16) S a, a, = S a, a. = Sa, .. a. = 

^ -^ r Ir ir r »r ir r (n— a),r Ir 

(i = 0, 1, . . . d) 

(wodurch die Determinanten der Oj^ bestimmt sind).* 

§.4. 
ReciprocitÄt zwischen den cpj(X) und A^. 

7. Aus der Symmetrie der in den a und a biline.aren 
Gleichungen (16) (§ 3) (geometrisch aus der Dualität der ent- 
sprechenden Lineargebilde höherer Räume) folgt sofort die Um- 
kehrung des letzten Satzes in folgender Weise. Es liefert diese 
einen Fundamentalsatz der rationalen Curven. 

Satz. ^Stellt das Gleichungssystem 

.(1) A^ - ii o,, s, (-1)' =0 (Ä = 1, 2, . . . (n-d) 
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das Schnittpunkttheorem deri2 

* n 

(2) px^ = o,, X + a„ X +...»,„ (» = 0, . . . d) 
dar, Bo stellt umgekehrt das Gleichungssystem 

(3) ^^ . ^ Sk o^ s, = (* = 0, 1, . . d) 



Ti— li— 1 

das Sehnittpunkttheorem derjß 

* n 

(4) pojj^ " a^^ X" - a^^ X"~' + + (—1)" \„ 

{k = 0, (n— d-2)) dar.« 

§.5. 
Die Apolarität des Schnittpunkttheorems. 

8. Bekanntlich entsteht eine lineare^ ganze Funktion der 
(aus n Grössen X^X^ . . . X^ gebildeten) s^ 

(1) a :z^ a. 5„ + öt, 5, 4- . . . a s 

(abgesehen von einem Zahlcnfaktor) durch successive Polari- 
sation nach X^, X^^, . . . X^ aus der binären Form 

(2) a; .^ a, + «a,X + \ 2 '^ +... + «„ ^ 

die aus a durch Gleichsetzen aller X fliesst. 

(Man nennt; wenn eine binäre Form cp(X), oder homogen 
geschrieben cp(X,[i), gegeben ist, den Ausdruck 

(3) ^ \ -|- 5^ - (wo man wieder pi = 1 setzen kann) 

die Polare von 9, genommen nach X^ oder auch: die Form (3) 
entsteht aus <p durch Polarisation nach X^.) 

Nach der Gor dänischen Bezeichnungsweise (Zur Theorie 
der binären Formen, Programm, 1875) wird durch Polarisation 

¥1—1 

einer Form a^ nach X „a^ y^^*•. durch Polarisation nach X^jX^ 



»X X,\" mithin 



(4) a^ = ax^x, • • • X„ 



Die rationak»! Curven. 11 

(Die Richtigkeit dieser Formel ersieht maa übrigens un- 
mittelbar daraaS; dass die rechte Seite a^x - - - \ linear und 

symmetrisch in den X/ein muss und durch Gleichsetzen aller X 

nach dem Euler'schen Satze über homogene Funktionen in a. 
übergeht.) 

9. Nun war, um zunächst wieder au unsern Typus, die JR 
(§ 3) anzuknüpfen, das zu 

(5)P^. = % (}■) = % ^* + a„ X' -f- . . . a„ (i = 1, 2, 3) 
gehörige Si:hnittpunkttheorem gegeben durch 

(6)a, = Sa,«, (- l/ =0 ß. : Sß, *, (- 1)' = 
wo (7) S, a, a^ = S, ß, a., = (» = 1, 2, 3). 

AUS a^ entsteht nach Gleichsetzung aller X 

(8) o^ " - a^ — 4 a^ X + 6 a^^ X — 4 a^ X -^'a^X . 

Die bilineare Invariante der Formen o, resp. ß. und cp.(X) 

hat den Werth 

(9) S, «, «,; rcsp. S, ß, «,, 

Diese verschwinden also gemäss (7) sämmtlich. 

In diesem Falle heissen bekanntlich a, resp. ß> und 9j(X) 

apolar zu einander (nach Heye) oder conjugirt (nach Bosanes) *>. 
Das vollkommen analoge Resultat ergiebt sich für das 

Schnittpunkttheorem der R^ (§ 3). 

Demnach hat man den wichtigen Satz : 

^Setzt man im Schnittpunkttheorem 

einer K 

n 

(10) p«, = (f,(X) = a.„ X° + . . . a^ (i = 0,l...d) 
(11) o, . = o, =0... o.=0 

alle Argumente X^ • - • ^n g^^^^^ ^; ^^ sind die ent- 
sprechenden Formen 
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apolar zu den Formen <p.(X).* 

Dann ist aber bekanntlich auch jede lineare Combination 
der Formen (12) apolar zu jeder linearen Combination der cpj(X), 

oder (mit Bosanes) : 

^Die^(n-— d)gHedrigeGruppe*der a^y^ (/c = l ...(w— rf) 

ist apolar zur (d -|- 1) gliedrigen Gruppe der (p^ (X) 

(i = 0, 1, . . . d).« 

Wir nennea die Formen (12) (aus denen also nach Nr. 8 
mittelst successiver Polarisation nach X, ,X^, ... X die linken 

Seiten des Schnittpunkttheorems entstehen) die j, Schnittpunkt- 
formen* der R . 

n 

Da nun alle zu (d -f- 1) binären Formen w*®*^ Grades apo- 
laren Formen eine (n — d) gliedrige Gruppe bilden (und umge- 
kehrt), so können wir sagen: 

Satz. |,Die Schnittpunktformen einer B^ 

(10) px^ = cp,(X) = aio X° + . . . Oin (i = 0, 1, . . . d) 

bilden die zu den 9j(X) apolare Gruppe 

(13) 4»^(X). (* = 1, . . (n-d).y 

Diese Fassung des Fundamentalsatzes der rationalen Curveu 
lässt sofort die Evidenz des §. 4 bewiesenen Reciprocitätssatzes 
hervortreten. Denn aus der Reciprocität der Apolarität der 
cp. und t^^ folgt sofort, dass die <Pj die Schnittpunktformen 

der B"-'-* 

n 

(14) ox^ -. if^ sind. 

Fassen wir Alles zusammen, so gewinnt endlich unser 
Fundamen talsatz die Gestalt: 

Satz. ^Hat man zwei binäre Formengruppen 

n Grades 

cp.(X) (i = 0, 1, . . d) t|;^(X) (* = 0, 1 . . n-d~l) 



!•*■* 



I 
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von der Art; dass jede die vollständige zur andern 
apolare Gruppe ist; so entstellt durch Polarisation 
der einen Gruppe nach n Werthen X^X^ ... X^ und 

Nullsetzen das Schnittpunkttheorem der andern 
Gruppe (d. h. der Curve px^ = ^^(X) resp. px^ = «pj^(X))." 

§.6. 
Das lineare Schnittpunkttlieoreni höherer Ordnung. 

10. Dieses leitet sich, wie das der ersten Ordnung, mit 
Zugrundelegung des Htilfssatzes ab : 

35 Wenn unter den Werthsystemen der s. , welche der Be- 
dingung 

a _r a. 5„ + a s, + . . . a s =0 

s ■ 1 1 ■ n n 

genügen, sich das Wurzelsystem einer binären Form 
befinden soll, so müssen die beiden Formen 

apolar sein und umgekehrt.'' 

Wir wenden diesen Satz zunächst wieder auf unser Bei- 

spiel, die B^ au. Ein Kegelschnitt a = ist durch fünf Punkte 

bestimmt und schneidet die JR^ in acht Punkten, so dass zwischen 
den diesen entsprechenden Werthen X^X^ . . . X^ drei Relationen 
bestehen, die linear in den 5^ (i = 0, 1, . . . 8) sind. 

Wollten wir direkt verfahren wie in No. 1, so würden wir 
die Gleichung achten Grades, deren Wurzeln X^ . . . Xg sind, 
aufstellen. Ihre Coefficienten, homogene lineare Funktionen 
der sechs Coefficienten von a^ , sind den s^ proportional. Die 
Elimination der ersteren liefert eine verschwindende Matrix 
von 9 bez. 7 Reihen, die drei Gleichungen 



a = 

8 



ß. = Y. = 



1 
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aequivalent ist. Aber in welchem engeren Zusammenhang 
stehen die drei Formen ^a., ß. f^^ zu den drei Formen 9,(X)? 

Diesen finden wir nun einfach so. 

Unter den Kegelschnitten a^ = (mit variablen Coeffi- 
cienten) befinden sich unendlich viele Geradenpaare und doppelt 

zählende Gerade, deren Schnitte mit der ü durch Gleichungen 

von der Form j^u^ v^^ = 0, w* = 0* dargestellt werden. Spe- 

• • • 

ciell, den Seiten des Coordinatendreiecks entsprechend, sind 

unter ihnen die Gleichungen cp^ cp^ =: 0, 9^? = enthalten. Aus 

ihren linken Seiten setzt sich die gesuchte, allgemeinste Gleich- 
ung achten Grades linear zusammen. 

^Demnach stellt die zu jenen sechs Gleichungen, d. h. zur 
Gruppe a^ conjugirte Gruppe die gesuchten drei Gleichungen 

aj^ = ß. = y. = oder, was dasselbe ist, die Gruppe 
jjXa. 4" ^ßx "(" V'Yx^ ^^^ (y^^ ^7 ^> V' variabel sind)*. 

So gilt allgemein der Satz : 

jjDas lineare Schnittpunkttheorem p^^ Ord- 
nung einer ü^ (welches dem Schnittpunktsystem der 

d 

jR und eines (n — l)fach ausgedehnten Gebildes 

pt«r Ordnung a = entspricht) besteht aus der 
Gleichungsgruppe 

a^ = J^ = . . . . 
deren zugehörige Formengruppe 

conjugirt ist zur Gruppe der ^fachen Potenzen und 
Produkte der 9j(X).* 
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§.7. 
Einfluss von Identitäten zwischen den Potenzen nnd Produkten 

> der 9j(X) nnd deren Anfstellnng. 

11. Wie man weiss, erhöht sich die Ghederzahl der zu 
einer Anzahl von binären Formen gleicher Ordnung conjugirten 
Gruppe, wenn zwischen den ersteren eine oder mehrere Iden- 
titäten stattfinden. 

Findet nun zwischen den ^fachen Potenzen und Producten 
der (pj(X) eine Identität statt, so heisst dies, geometrisch ge- 
sprochen, es existirt ein gewisses Gebilde a^ = 0, das die 
vorgelegte R^ ganz enthält und umgekehrt So giebt es be- 
kanntlich eine und nur eine Fläche zweiter Ordnung, die irgend 

3 

eine gegebene R^ enthält. 

2 4 

Jene sei a =0, diese px^ = cpj(X) = a^^X -f- . . . a.^ 
(i = 0, 1, 2, 3). Setzt man die px^ =: cp.(X) in a^ ein , so muss 
der entstehende Ausdruck achten Grades in X identisch ver- 
schwinden, d. h. zwischen den zehn binären Formen 9.9,^7 • • • 

cp^. . . . herrscht eine Identität. Wie findet man diese in ihrer 
i 

einfachsten Form? d. h. wie bestimmt man die Coefficienten 

in a^? In diesem Falle erhielte man unmittelbar neun 

lineare Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der gesuchten 
Coefficienten. 

Es soll aber ein Verfahren angegeben werden , das in der 
That bei Weitem einfacher zum Ziele führt, nicht nur in 
diesem, sondern allen ähnlichen Fällen, in denen man meistens 
nicht so unmittelbar, wie eben, zur Lösung gelangen möchte. 
Die Kraft dieses Verfahrens erstreckt sich überhaupt tief in 

die Theorie der rationalen Gebilde ''\ 

Betrachten wir zuvor noch den nächst einfacheren Fall 
ebener rationaler Curven. Bei ihnen tritt der Typus des ange- 
kündigten Verfahrens am deutlichsten hervor. 
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Die Identität niederster Ordnung, die hier auftreten kann^ 
ist die eine zwischen den nfachen Produkten und Potenzen der 
cp.(X), die bei Ersetzung der 9j(X) durch die x^ in die Gleichung 

der Curve in den Coordinaten x^ übergeht. 

So erhält man beispielsweise für die R,^ zehn binäre Formen 

neunter Ordnung und zwischen ihnen eine Identität. Dann 
giebt es aber eine eilfte zu allen jenen conjugirte Form gleicher 
Ordnung. Sei diese A, so stellt dann JL^ = das Schnittpunkt 

theo rem dritter Ordnung dar. 

Zwischen den vierfachen Produkten und Potenzen der cpj(X) 

2 

finden dann drei (und somit oo ) Identitäten statt, die aus der 
obigen durch Multiplication mit u^ (mit willkürlichen u^ her- 
vorgehen. Daher giebt es zu jenen fünfzehn Formen zwölfter 

2 

Ordnung wieder eine conjugirte etc. wie oben; ^etc. für eine 22 . 
Somit ist die Frage nach den im Falle der (allgemeinen) 

2 

li überhaupt auftretenden Identitäten zurückgeführt auf Her- 
stellung ihrer Gleichung in den Coordinaten x^ d. h. auf EHmi- 
nation von p und X aus dem gegebenen System 

P^, = Vfi^) (i = 0, 1, 2). 

Diese Aufgabe als solche ist schon mehrfach ®^ (so na- 
mentlich von Herrn Brill) behandelt worden: hier kommt ea 
darauf an, unser allgemeines Verfahren an einem Beispiel zu 
verdeutlichen. 

12. Zu dem Zwecke genügt wieder das alte Beispiel der J2 

Combinirt man dies System mit dem andern zweier Geraden 

w = V =0 

X X 

so haben die beiden Gleichungen 



Die ratioDalen Curven. 
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dann und nur dann eine Wurzel gemein, wenn der Punkt (uv) 

auf der B^ liegt. 

Nun ist nach B^zout ^^^ die Resultante zweier binärer 
Formen vierter («**') Ordnung 



(1) 



6,X + 6,X + . . . + 6, 



in der Form (aus der ihre Combinanteneigenschaft unmittelbar 
erhellt) darstellbar: 



'jPoi Po» Poi -Poi 

(2)ifej^o» Pos +Pit Pu + Pn Pii. 

iPos P^+Pxi Pu+P*i Pu 

'Poi Pu P2* Pzi 

In unserm Fall ist 

(3) a^^\ h 



wo p^^ = 



ik 



«1 \ 



A 9 



also C4^ ("'-**' "" "^ "^ "■" "^ "' "" 



(», Ä, i = 0, 1, 2) 



mithin nach bekannter Umformung ((«») = **v **! — **i ''k) 



(5)i'r. 



(«»), 


(«W)^ (W) 1 






*k 


^1 


«ir 


«kr «ir 


-<J«ir 


«kr 


»ir 


«U 


«k. «ta, 




«1. 


«k. 


«I. 



^(s D ^r^ xA A 

rs r 8 



da die {uv)^ den Coordinaten x^ des Schnittpunkts (ut;} pro- 
portional sind. Durch Einsetzen dieser Werthe der p in 

gelangt man nach Abscheidung des Faktors a zu der ge- 
wünschten Gleichung (resp. Identität), die aussagt, wann ein 

Punkt {x) auf der R^ liegt d. h. zur Gleichung der Curve in 

Punktcoordinaten . 

Sehen wir weiter zu, wie sich der Ausdruck K, resp. die 
Gleichung 22 = für die Curven höherer Käume modificirt. 

W. Fr. M«y«r, ApolariUt 2 
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Es wird genügcD, beim nächst höheren Fall, dem Beispiel 

3 

der JB^, stehen zu bleiben. 
Die p werden jetzt zu : 

1 Ir ■ k kr ■ 1 Ir ■ m mr' i 1« > k ks > 1 lg 1 m ms, 



(6); 



i ir I k kr < 1 Ir ■ m mr' i is ■ k kB * I Iii > m mB 



m 1 k 


«1 


1 

1 


«m^I ''k 


«i 


— 


«ir «kr «I, 


a 

mr 


1 


»U «k. «1. 


a 

Ina 


1 

1 



^1 ^k ^1 ^m 

Vi ^k Vi Vr. 

a, a. a, a | 

ir kr Ir mrl 

a, a. a, a \ 

18 ks Is ms 



z=a xyÄ A =iaD 

! ^ r 8 TB 



wenn man die Axencoordinaten (uv)^^ durch die ihnen propor- 
tionalen Strahlencoordinaten (xy)^ ersetzt; |j^ = würde 
die Gleichung der Geraden darstellen, die die beiden Punkte 



A, A verbindet. 



i? = repräsentirt dann den Complex der Geraden , die 

die JB^ treffen. 

Mit Benützung der obigen, leicht zu erweiternden, Be- 
zeichnung spricht sich dann für den Fall einer Form li das 
allgemeine Besultat so aus : 

Satz. ^Lässt man in der Bdzouf sehen Resul- 
tantendeterminante zweier binärer Formen n***" 
Ordnung diep übergehen in die ihnen propor- 
tionalen 

(wo D =0 die Gleichung der Verbindungsgeraden der beiden 
Punkte A^, A^ darstellen würde), 
so repräsentirt nunmehr 

(8) ü = 



tdr 

alle Lineargebilde (d— 2) Dimension, die die 



Curve iJ„: 
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(9) pa?j = cpj(X) = a,^X + a^^X + . . . . a^^ (i = 0,l,...d) 

treffen, oder wenn man will: 2Z = ersetzt das 
System der Gleichungen px^ = cpj(X) durch eine 

einzige.*' 

13. In entsprechender Weise verföhrt man, wenn man es 
nicht bloss mit einer Resultante i2, sondern mit einem ganzen 
System solcher zu thun hat. Als Beispiel wählen wir hier die 
Ableitung einer der oben besprochenen Identitäten , und zwar 

für den schon hervorgehobenen Fall einer B^, 

Wir suchen also, geometrisch zu reden, die eine, durch 
eine solche Curve gehende Fläche zweiter Ordnung. 
Soll der Schnittpunkt dreier Ebenen 

(10) u^ = v^=zO w^zzzO 

auf der B^: (11) px^ = ^^(X) 

liegen, so müssen die drei biquadratischen Gleichungen 

(12) w^ = v^ = «;^ = 

eine Wurzel gemein haben. Man hat demnach, wenn drei 
biquadratische Gleichungen gegeben sind 

a^ ■^. a^X + a^X + • • • ^4 = ^ 
(13) Ib^ ~ b/ + 6/ + . . . 6^ = 

diejenige Bedingung zweiten Grades in den (abc) zu suchen, 
die jedenfalls erfüllt sein muss, wenn eine gemeinsame Wurzel 
vorhanden sein soll. Hier ergiebt sich diese Bedingung sofort 
durch Multiplication der drei Gleichungen 

mit X und Elimination der Potenzen von X aus den so ge- 
wonnenen sechs Gleichungen: 

2* 
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(14) = 



% «1 «2 % «4 Ö 

^'o «'i ^ "« ''* 

Ö «0 «1 «J »J «4 

*o *x ^ \ K 

''o «'i "» "s ''4 



oder entwickelt: 



(15) = A„., A^ - A 



A... 4. A A 



013 "184 



•^ 084 "014 
8 



014 184 

A. 



I ^028 ^084 024 



Da in unserm Falle der R^ die cl, 6. , c^ zu ersetzen sind 



darch die resp. u ^ t; ^ le; , so ist 



(16) 



«t«., + «k«fa + «,o„ + «„a^,,D,a,,+ . . . , tt;,a,,+ . . . ., 



u.a. 
i ifl 



^k«kB + «*l«l. + «^m«m.' ^i«,s+-->^i«is 



= O 



1 k Im 

Ir kr Ir mr 

a, a. a, a 

Is ka Ifl ms 

d et CL et ^ 

xt ^kt nt mt 



= a 



xA AA^ = a D, . 

r • t rat 



WO wieder die (**vm?)jj^ durch die proportionalen x^ ersetzt sind. 
D ^ = würde die Ebene der drei Punkte A. A , A^ dar- 

nt r' B' t 

stellen. 

Die so umgeformte Gleichung A = ist dann in der That 
die Gleichung der gesuchten Fläche zweiten Grades resp. wenn 
man für die x^ wieder die proportionalen ^^(X) substituirt; die 

gewünschte Identität zwischen den zweiten Potenzen und Pro- 
dukten von vier binären Formen vierten Grades *). 

14. Als ein weiteres Beispiel diene noch das bekannte 



*) Genau in derselben Weise bildet man die Gleichung der einen 
Fl&che dritter Ordnung, die durch eine allgemeine rationale Raumcurve 
Becbster Ordnung gebt 8). 



^-rr 



Di6 rationalen Curven. 21 

Flächennetz zweiter Ordnung, dessen Individuen sämmtlich durch 
eine gegebene Ranracurve dritter Ordnung gehen. Sei diese 

(17) px^ = cp.(X) = a,^ X^ -h an x' -t- a,, X -t- a,, 

so haben wir zunächst alle Combinanten, zweiten Grades in 
den Coefficienten, von drei binären Formen dritten Grades 

8-8 8 

aufzustellen, die verschwinden, wenn die drei Formen einen 
gemeinsamen Faktor besitzen. Sei dieser a und die drei- 
reihigen Determinanten (abc) mit \, A^, A^, A^ bezeichnet, 
so ergiebt die Auflösung der drei Gleichungen 

(18) al = bl = c' = 0: 

8 2 

(19) a : a : a : 1 = A^ : A^ : Aj : Ag 

d. h. es verschwinden alle Kerne der Matrix 

\ \ \ 
\ \ \ , 

daher lautet die Gleichung des Flächennetzes, wenn v^, t;^, v^ 
drei homogene Parameter bedeuten, und die Aj wie im vorigen 
Beispiele in die \x Ä^ A^ AJ^ übergeführt sind : 
(20)(A,A,-Af)t;.-h(A,A,-A,A,)t;, + (A,A3-A,)t;,=0. 



Anm. Nach Gordan 9) sind alle Gombinanten eines Systems von 

n bin&ren Formen »*®° Grades 

«x» *x» ^' ' • • '^x 
Invarianten der einen Form n^" Grades, ihrer „Fundamentalcombinante" 

Q = (ab) {ctc) {ad) . . . (an) (bc) (bd) . . . (bn) (mn) a^ bx • . . «x 

Man erkennt ans obigem Beispiel, das unmittelbar yerallgemeinert werden 
kann, sofort den bekannten Satz: 

„Die Bedingungen dafür, dass n binäre Formen n^° Grades einen 
Faktor gemein haben, sind aequivalent den anderen, dass ihre Fundamental- 
combinante Q n gleiche Wurzeln besitzt. '' 

Eine weittragende Verallgemeinerung dieses Satzes für den Fall, dass 

von n binären Formen m^^ Grades p Formen r gemeinsame Faktoren 
haben, findet sieh in einem späteren Abschnitt des Werkes. 



22 ^10 rationalen Gurren. 

15. Aus diesen Beispielen erhellt der allgemeine SatZ; 

Q 

dessen Ausspruch für rationale Baumcurven (R ) genügen 
wird: 

Satz, ^ünter all den Bedingungsgleichungen; die statt- 
finden, wenn drei binäre Formen n**° Grades 

(21) ^ bl d 

einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen, wähle man die 
aus, die nur von den dreireihigen Determinanten (ttJc)^^ = A 
abhängen: ist eine derselben 

(22) R{i\) = 
und führt man die A^^^ über in die proportionalen 

(23) D„, = [x Ä^ A^ Ä^ 

so stellt dann die Gleichung 

(24) R(B)=.(i 

« 

immer eine Fläche dar, die die JB 

' n 

(25) pa;, = (p,(X) = a,/ + a,jX°~' + . . . «^ 

ganz enthält, resp. die Gleichung 

(26) R (JD^) = B (|(p Ä^ A^ A\) = 

eine Identität bestimmten Grades zwischen den cp^. Das ganze 

System B (D) = repräsentirt somit ein ganzes System von 
Flächen, deren gemeinsamer Schnitt die gegebene Cui've ist.* 

16. Es ist ersichtlich, wie sich der Satz nach drei Rich- 
tungen erweitert ; einmal, wenn an Stelle der A^.^^ der Reihe 

nach X, y, A^ A^ A^. ; a?, y, z, A^ A^ A^ etc. 

treten: andrerseits, wenn sich die Zahl der binären Formen 
gleichen Grades, die einen gemeinsamen Faktor haben, ver- 
grössert, und endlich, wenn dieser Faktor nicht nur ein 
linearer, sondern von höherer Ordnung ist. 

Wir kommen später von anderer Seite darauf zurück: 
hier möge dagegen hervorgehoben werden, in welcher Be- 



•1 r » • — V-» 
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Ziehung die explicirte UmforiDung der Determinanten {ab), 
(abc) etc. zu dem bekannten Hesse-Clebsch'schen 
Uebertragungsprincipe steht. Dieses lautet in seiner 
einfachsten Form (vgl. z. B. die Darstellung in den Vor- 
lesungen über Geometrie von Clebsch-Lindemann) *^^, wenn 
wir zum bequemeren Anschluss an das Obige die zur gewöhn- 
lichen dualistische Formulirung wählen : 

jjSoll in einer Ebene von einem Punkte an eine Curve 

n*" Classe eine Tangentengruppe mit einer besondern pro- 
jektivischen Eigenschaft gehen^ so erhält man die Gleichung 
für den Ort dieses Punktes auf die Weise: Man stelle die 

Invariante der binären Form n^^ Ordnung, deren Ver- 
schwinden die geforderte Eigenschaft aussagt, symbolisch dar 
und ersetze jede in ihr vorkommende Determinante (ab) durch 
eine dreigliedrige (abx), wo die x die Coordinaten des Punktes 
und die a, b, . , . Symbole der gegebenen ternären Form oder 
wie man auch sagen kann, die Coordinaten eines Punktes be- 
deuten , der nfach gezählt, die gegebene Classencurve symbo- 
lisch repräsentirt.^ 

Die Erweiterung dieses Prinzipes besteht dann einmal 
darin, dasa man die Determinanten (ab) der Beihe nach über- 
führt in (abx) [abxy) (abxyis) etc. ; andrerseits von den In- 
varianten ternärer, quatemärer etc. Formen ausgeht, die als 
symbolische Aggregate von Determinanten (abc) (abcd) etc. 
auftreten. 

Nun ist offenbar die angegebene ßänderung dieser 
Determinanten (ab) (abc) (abcd) etc. genau dieselbe wie 
bei imseren Betrachtungen, nur dass diese Determinanten keine 
symbolischen sind, sondern real aus den Coefficianten der ge- 
gebenen binären (ternären etc.) Formen gebildet sind. 

Nimmt man den Gordan'schen "> Satz zu Hülfe, dass 
alle Combinanten eines Systemes von m binären (ternären etc.) 
Formen gleicher Ordnung (d. h. diejenigen simultanen In- 
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Varianten des SystemeS; die sich bei Ersetzung der ursprüng- 
lichen Formen durch lineare Combinationen derselben nur um 
einen Faktor ändern) ganze Funktionen der aus den Coef- 

ficienten zu bildenden Determinanten m^ Ordnung sind, so 
kann man unser Princip im einfachsten Falle so ausdrücken : 

Ein Strahlbüschel, der eine ebene rationale Curve li in 

einer solchen Schaar (Involution) von Punktgruppen triflft, 
dass je zwei von ihnen in einer und derselben, vorge- 
gebenen, projektivischen Beziehung zu einander stehen, heisse 

],eininBezugaufdiei2 zusichselbstconjugirter 

StrahlbUschel^ 

Die Gleichung für den Ort der Büschelspitze erhält 

man so: ^^Sei die jß dargestellt durch 

(27) pa;. = 9,(X) = a„X" + a„X"-' + ...o,„ (»=1,2,3,) 

SO bilde man für irgend zwei binäre Formen n Grades (etwa 
zwei der cpj selbst) die Combinante , deren Verschwinden aus- 
sagt, dass die beiden Formen in der vorgegebenen Beziehung 
zu einander stehen, und ersetze jede Coefficientendeterminante 
(J.J A^ durch \x A^ A^ , wo die x Coordinaten des Punktes 

und die A^y A^ *) die resp. VerticalcoeflScienten der drei 9^ 

sind.*^ 

Daraus ergiebt sich die Formulirung des Prinzipes für den 
allgemeinsten Fall von selbst. 

Man bemerkt, dass in den oben gegebenen Anwendungen 
des Prinzips nur von der projektivischen Beziehung Gebrauch 
gemacht ist, dass die beiden Punktgruppen einen Punkt ge- 
meinsam haben. 

*) Fasst man diese als Coordinaten von Punkten auf, wie es 
bereits oben geschehen, und später noch weiter verfolgt werden soll, so 
tritt die Analogie des Prinzipes mit dem Hes80-Clebsoh*schen noch mehr 
hervor. Dasselbe gilt für das erweiterte Prinzip. 
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Ausgedehntere Anwendungen ergeben sich zur Genüge 
im Laufe der Entwicklung: nur ein einfaches und sehr be- 
kanntes Beispiel diene vorläufig zur Illustration des Gesagten. 

17. Die einfachste Combinant-Invariante zweier cubisclier 

a Q 

binärer Formen (28) a^t \ ist 

(29) (a6)' = (a6)o8 — 3 («*)« 

Dir Verschwinden bedingt die Apolorität beider Formen. 

Somit giebt es flir eine B^ 

(30) pa^^zra^^X' + o^X^ + a^X + a,, 
eine invariante Gerade 

der Ort der Punkte^ deren Strahlbtischel Punktgruppen aus- 
schneiden^ die zu einander apolar sind. Der Schnitt dieser 
Geraden mit der Curve wird bestimmt durch die Gleichung: 

(32) - X» -•" + \o, ^* + A,o, ^ - ^^- = 

deren Wurzeln die Argumente der drei Wendepunkte *) sind. 

Bei der Erweiterung des Verfahrens auf den Baum er- 
hält man ^*): durch jeden Punkt im Baume geht eine Ebene 
(Strahlbüschel), die die Osculationspunkte der drei vom ge- 
gebenen Punkte an eine feste Baumcurve dritter Ordnung 



*) Dies ergibt sich auch unmittelbar aus dem bekannten iS) Satze, dass, 

wenn Ton zwei zu einander apolaren, binären Formen n^' Ordnung die 

eine eine Ti^ Potenz ist, = (X — a)**, so ist (X— a) ein Faktor der andern. 
Daraus folgt für unsern Fall, dass, wenn sich in der Involution 

SS 8 

dk -f- vi, eine Potenz (X— a) befindet, alle Formen des Systems den 
Faktor (X — a) gemeinsam haben. Daher müssen die Schnittpunkte unserer 

2 

invarianten Geraden mit der B zugleich ihre Schnittpunkte mit den 
Wendetangenten sein, d. h. die Wendepunkte selber. 
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gehenden Oscuhitionsebenen enthält (das Möbius'sche Null- 
Bystem). Ist die Curve dargestellt durch 

(33) px^ = a,^ X' -f a,j X"" •^a^X'\-^ a^^ 

so ist das System dargestellt durch: 

(34) [x y A A} — - \x y A A -=1 oder entwickelt nach 
den Liniencoordinaten|)jj^: 



(35) 2i),^ 



(X ü ^ 1 

mo mS, 



«U »1» 
«ml «m» 



= 



oder in abgekürzter Bezeichnung: (36) Sp^ (<p, <p^) 

-Sj)^ j(Ho,-|w4 = (t, A, ?, m = 1, 2, 3, 4.) 

§•8 
Weitere Entwicklung des linearen Solinittpunkttlieorems mit 
Httlfe des Satzes a»„,^ - \<fl\) ^^(X,) . . . ^l\)\ = D^{\) A„.^ 

(» = 1, 2, . . . |i). 

18. Dieser Satz behauptet die Zerlegbarkeit der Deter- 
minante der 9, wo wieder 

. (1) <p,(X) = a., X- + a,, X-* + . . . + a,„ 
in zwei Faktoren, deren einer •DJ}) das Differenzenprodukt 

der |i Argumente Xj ist, der andere A gleich der (n-|-l)- 
reihigen Determinante 



I 10 "'u 

, kO "^kl 



■ ■ • 






• • • I 



'■»/UL 



ü _ 

a, a, . 
0a.. 



(X\i. 







«|x-i, «HL 








*(!—»> *(1— 1> «H, 



• ■ • • 


. .0 
0...0 



• • • • t 
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in der die a durch die GleichuDg bestimmt sind : 



Dass O das DifFerenzenprodukt Z)(X) als Faktor enthält, 
erhellt sofort daraus, dass <3> verschwindet, sobald zwei der X^ 

einander gleich werden. Dass der zweite Faktor A in obige 
Form gebracht werden kann , hat Garbieri ^*) nachgewiesen. 

Wir wollen dies Resultat auf einem andern, höchst ein- 
fachen Wege nachweisen , der zugleich für die weiteren Ent- 
wicklungen äusserst fruchtbar ist. 

Die Methode des Beweises wird hinlänglich an unserem 
alten Beispiele klar, für das |i = 3, w = 4 ist. Wir knüpfen 
zu dem Zwecke wieder an die Entwicklungen des §. 2 an. 

Zunächst ist 
(4) O^, = 9,(X,) <fji\) 9,(X,) (i = 1, 2, 3) 

die linke Seite der Bedingungsgleichung, die aussagt, dass 
drei Punkte mit den Argumenten 

KK \ der Ä*: (5) px^ = ^^(X) = a.^ X* + a,j X* -f . . . a,^ 

auf einer Geraden liegen. 

In §. 2 wurde die Bedingung aufgesucht, dass vier 
Punkte der JSJ : X^, X^, X^, X^ auf einer Geraden liegen. Dies 

führte auf die Aufgabe, aus den Gleichungen 

p und die u zu eliminiren. Hierbei waren die s die elementar- 
symmetrischen Funktionen der X. 

Soll dagegen jetzt die gesuchte Bedingung die sein, dass 
drei Punkte X^ X^ X^^ in gerader Linie liegen, so haben wir 

aus demselben Gleichungssystem nebst p und den u noch X^ 

zu eliminiren. Zu dem Zweck hat man die s durch X^ und 

die elementarsymmetrischen Funktionen Qy der drei Argumente 

\^\' \ auszudrücken. ^Dies kann aber geschehen, 



/ 
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ehe man p und die u eliminirt hat oder auch 
nachher. So gelangt man zu zwei verschiedenen 
Formen der gesuchten Bedingung und somit auch 
zu zwei Formen für den Factor A, deren eine die 
Garbieri'sche ist; deren andere aber in engstem 
Zusammenhange mit den Gordan'schen Betrach- 
tungen über Combinanten steht.^ 

§.9. 
Erste Form des Faktors A. 

19. Die s drücken sich; wie man sich leicht überzeugt 

(der allgemeine Beweis für derartige Zerlegungen folgt weiter 
unten) folgendermassen durch die a^ und X^ aus : 

«. = «0 + X /.„=ii 

«1 = <^, + «0 K K = ij 
(i)l«» = <'» + °i^ 

Setzt man dies in das Gleichungssystem 
(2) ps^ (—1)' = «*, a^ + % a^ + u^ a^ 
eiu; so kann man sofort die homogenen Variabein 

eliminiren. Ersetzt man im EHminationsresultat die a^ wieder 
durch die Coefficienten des Ausdrucks 
(3) a„ X' + a, X* + a, X + a, _: a„ (X-X,) (X-X,) (X-X,) 
SO werden die abwechselnden Vorzeichen, die vom Faktor 

( — 1) herrührten, aufgehoben und man erhält die gesuchte 
Bedingung in der Form : 
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10 II 12 "^lÄ "14 

I 1 ^3 3 

a a OS 

yj % ^1 ^2 



4,3 



i«I() »II «12 «13 «14: 
l^kO «kl «k2 «k3 «k4: 

(*) = ;a,, a^^ a,^ «^3 a.; - A' 



I u 1 z 8 . 

Nun ist 
(5) «», , = D, (X) A, 3 = (X, - X,) (X, - X,) (X, - X.) A, , = 

dieselbe Bedingung; da aber A'^^ im Falle des Gleich- 
werdens zweier X nicht verschwindet, so ist 

(6) A;, = CA^, 

wo der Faktor C noch zu bestimmen ist. 

Sowohl A'^ j als A3 sind vom zweiten Grade in den X^, X^, X^ 

so dass der Faktor G von diesen unabhängig ist. 

Ferner sind beide vom ersten Grade in den Coefficienten 
der <f.(X); mithin hängt G auch von diesen nicht ab. 

Entwickelt man endlich O^ ^ nach den dreireihigen Deter- 
minanten, die man aus den Coefficienten der (^^(X) bilden kann, 
so ist z. B. der Faktor von 



(7) A.U = 



«tt «« «u 

»M «kS «M 
«1» »13 »U 



die Determinante 



(8) 



\ \ \ 
\ \ \ 



= - (\ - \) i\ - V (\-K) = - ^ W 

11 1 1; 

d. h. der Faktor von A^ 

Entwickelt man ebenso A'^^, so ergiebt sich als Faktor 
von A. 



■234 ^° \,8 i«* = — 1- 



'234 



(9) 



1 
a. 



a. 



demnach ist (10) - 2^4,3 = ^3' ^'«^ 



w 
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(11) O,, = I ^/X,) cp,(X,) <p,(X,) I = _ i)(X) A,_,. 

Man hat daher nur immer darauf zu achten^ dass das Dif- 
ferenzenprodukt das richtige Vorzeichen erhält. 

20. Es ist nun noch zu zeigen, wie sich diese Betracht- 
ungen für den allgemeinen Fall der Zerlegung von 0„^„ in 

D{X) An,y^ erweitern. 

Was zunächst die Umformung der s^ betrifft, so zerlege 

man jetzt die n Argumente W - - »^ in zwei Gruppen 

von |i resp. (n — |i) Argumenten und bilde in beiden die be- 
züglichen elementarsymmetrischen Funktionen 



(13) 



^0 ^1 ^2 • • • "^V 



dann gilt die allgemeine Formel *s): 

(14) s^ = T^ a^ 4- \ cj^_i -t- T, a^_g -f . . . t^-j, a^-cn-j^j 
wo nur zu beachten ist, dass ftir alle a, deren Index negativ 
wird, der Werth einzusetzen ist. 

Angenommen , diese Formel sei erwiesen , so setze man 
diese Werthe der 5^^ (A; =: 0, 1, 2 . . . w) in das Gleichunga- 

system 

(15) ps^ {—if = u^ a^^ -f u^ a^^ H- . . . Wj, a^^^ 
ein und eliminire die Grössen 

Ersetzt man dann im Eliminationsresultat die a durch die 
Coefficienten der Form 

(16) <KX) - a, X^ 4- a, X''"'+ . . . + a^ 

SO ergiebt sich die Gleichung 

(17) A'„,^ = 

Jetzt schliesst man weiter, wie oben : 



yi*'v ".'*'■ ■■' 
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A n.M «öd An „ = =r ';!.- sind vom Grade n + 1 — a in den 

(t ArguDoienten X und vom ersten in den jA-reihigen Deter- 
minanten der Coefficienten der 9,(X). Der Faktor C, um den 

sich A„ und A'n,„ unterscheiden wird daher bestimmt, indem 

man zwei entsprechende Glieder aufsucht, z. B. die beiden con- 

1 
stauten Glieder. Er ergiebt sich gleich -|- resp. — "ü -h i— i* 

OL 



SO dass schliesslich 

(18) <E»„,^ = ± D(X) A.,^ 
Man kann das doppelte Vorzeichen vermeiden, wenn man 
D(X) gleich der Determinante 



L— 1 «U— 1 



(19) 



1^ if ti^ 

A A ■ • . A 

A • • . 



— li 



|1 1 1 ... 1, 

nimmt, 80 dass es immer dasselbe Vorzeichen erhält wie das Glied 

(20) X;^-' . Xf' . X^-' .... 1 
und zugleich An,» in der Form schreibt : 



(21)An,|x = 



a 



n-hl— jjL 



OL OL 
^1 



a^ 



a^ a^ . . . a|jt-i aji 0- .... 
a^ a^ ajx . . 



% «11 «12 «18 
Ofco ^1 ÖJk2 «kS 



a. 



In 



a 



kn 



dann ist immer 



(22) a»„,„, = + D(X)A„„ 



32 ^ie rationalen Gurren. 

21. Es erübrigt noch der Beweis der Beziehung: 
(14) s^ = X, a^ + T^ a^_^ + x, a^_, + . . . t„_^ <^^-(n-^y 

s^ ist ganz und linear, sowie symmetrisch in den Ar- 
gumenten der Gruppe (X^ X^ . . . X ), wie in denen der andern 
(X ^_ 1 X^j^ _^ 2 • • • X^) ist daher nach einem bekannten Satze 

als ganze lineare Funktion der elementarsymmetrischen Funk- 
tionen jeder der beiden Gruppen darstellbar: d. h. s^^ ist eine 

ganze bilineare Funktion der a und x. Andrerseits ist s^ vom 

Gewichte k d. h. jedes Glied von s^ besteht aus k Faktoren X. 

Dasselbe Gewicht muss jeder Summand a^ Xo der bilinearen 

Funktion besitzen , d. h. a -f- ß ist = Ä; und man erhält so 
zunächst: 

(15) s^ = ß^ x^ a^ 4- ß^ X, ak_i -H . . . ß^_j, r^_^ a^^^^^ 

wo die ß noch zu bestimmende Zahlenfaktoren sind. 

Irgend ein Glied des Summanden Og^ Xj^.^ kann in keinem 

andern Summanden a^^ \_a auftreten, da es ja gerade a Fak- 
toren X aus der ersten Gruppe enthält. 

Andrerseits kann dasselbe aber überhaupt nur e in mal in 
s^ also auch in a<j Xk_a auftreten, so dass ß^-a := 1 d. h. alle 

ß,t_a sind = 1, deren zugehörige Faktoren a« x,^__^ überhaupt 

Glieder von s^ enthalten. 

Ausgeschlossen sind erstens die, wo der Index k — a 
grösser als k d. h. wo a negativ ist; diese können überhaupt 
nicht auftreten, d. h. ihr Coefficient ß ist = 0. 

Dasselbe gilt von den Summanden Og^ \_.g^y für die a 

grösser als {x ist d. h. für die A;— a kleiner als k — (t ist. 
Demnach ist 

(14) s^ = x^ a^ + X, a^^, -f . . . x^.^, cj^-cn-j.) 

unter der Festsetzung, dass alle a mit einem Index, der grösser 
als |x oder kleiner als ist, gleich zu setzen sind. 



Ti-S 
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§.10. 
Zweite Form des Faktors A. 

22. Auch diese wollen wir erst an unserem Beispiel der 

2 

jR^ darlegen. Wir werden also aus dem Gleichungssjstem 

die w nebst p eliminiren^ im Resultate die s durch die a^ 
(v = 0; 1, 2, 3) und X^ ausdrücken^ und endlich aus den so 
gewonnenen Gleichungen wieder X^ eliminiren. 

Die erste Elimination führt nach §. 3 zum linearen Schnitt- 
punkttheorem deri? : 

^^ l*.-*0^0+^^i + ---- + &4^4 = 

WO die (oÄ).,^ den aus den Coefficienten der ^^(X) gebildeten 
Determinanten t^^ proportional sind. 

Die Ersetzung der s durch a„ und X^ in a = 0, & =0, 
verbunden mit der Elimination von X^ liefert als Bedingung, 

dass drei Punkte X^ X^ X^ der 22^ auf gerader Linie liegen, (3) 



; Q 1^ ^1 ''l 1^ ^2 "^2 1^ ^3 "^S' ^'l ''o 1^ 2 1 ^^ 8 2 1^ *^4 8,' 

Man überzeugt sich leicht, dass die linke Seite dieser 
Glejchung mit der Form A^^ identisch ist, abgesehen von dem 

Proportionalitätsfaktor, um den sich die (ai\^ und A^^^ unter- 
scheiden. 

Führt man die ersten Differentialquotienten der Formen 

K : «0 l^* + 4 a^ Xii* -f . . . + a^ X* -: f 
und bezeichnet sie mit f^, f^, cp^, cp^, so ist z. B. 

W. Fr. Heyer, ÄpolwHftt 3 
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»^0^0 ~i" ^1 ^1 "I" ^2 ^2 "^ % ^3^ ^^® °^^^ ^^'^ ^^®^ Argu- 
menten Xj, Xj, Xj polarisirte Form f^, oder was dasselbe ist 



(cf. §. 5) gleich — (f^ a^) wo 

(5)+=ax = a,(X-X,)(X~X,)(X-.X3)=a,xVa,x'+a,X+a3 

8 3** 1 

und (f^ 0L'\ die dritte Uberschiebang der Formen f^ und a^ 
repräsentirt. 



Daher ist, wenn A^^^ = p (ab)^, (6) A^^ 



8 





*0 *1 *« *s 
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Es möge hier, ehe wir znm analogen Ausdruck filr A 

übergehen, eine Bemerkung Platz finden, die später von Nutzen 
sein wird. 

Wir gelangten zu beiden Formen von A^^ mit Hülfe der 
Zerlegungen : 

^0= ^0 + ^-^4^* 



(7) 



«1 - ^1 "o \ 


xV 


«2 = ". + <»i K 


2 1 

X (i 


*» = "'s "2 K 


Xpi 



«4= <^4+<^3^4t^ 

Führen wir die angedeutete Multiplication aus, so kommt 
(8) (s« ^^^ — «,X' H + «,XV* — s^X\^^-\- sji*)- 

8 2 2 8 

X (o, X — a, X n + o, Xu — o, |i ) 
— X^ . n(<j, X* — o, X |x + o, X|x — O3 |i*) 
(»0 ^* — °i ^V + o,Xn* — 0^ n ) (X — X^|xj 
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Fassen wir hier X^ als beweglich auf, so stellt dies die 

linke Seite einer Involution vierten Grades mit der festen 
cubischen Form f^(X) dar. Bezeichnet man als Coefficienten 
einer binären Involution 

die Determinanten {cib\^ (von denen allein ja alle invarianten 

Eigenschaften der Involution abhängen), so erkennt man durch 
die Entwicklung von A^ ^ nach den A^^^ resp. (aft),^ den Satz : 

„Die Bedingung, dass drei Punkte einer JR^ 
Xj, \,\ (Wurzeln der Gleichung c|>(X) = 0) auf einer 
Geraden liegen, lässt sich in die Form bringen: 
(9) = A,, = \p^^ (a6)., -=, \p^^ A^„ = 

wo die p^^ die Coefficienten einer Involution 

vierten Grades mit gemein samercubischer Form 
^{X) sind.« 

23. Gehen wir jetzt zum allgemeinen Fall über, so haben 

wir im linearen Schnittpunkttheorem einer R^ 

(10) px^ = 9j(X) = a,^ X'' -f a,j X""' + . . . a,^ (i = 1, . . (x) 

das aus (n -f- 1 — (i) Gleichungen 

(11) o, = 0, 6, = 0, c. = 0, . . . (n + l-|i). = 

besteht, die n — |x Argumente 

zu eliminiren. 

Mit Hülfe der Relationen (cf. Nr. 21) 

(12) S^ = W + \ C^K-l + • • • • \-V^ ^k-(n-li) 

geht eine Form 

(13) a, ^ a^ 5^ -f a, 5^ -f . . . a„ s^ 

über in : 

3* 
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+ ••• 

oder nach den a geordnet in: 

+ 

Die KlammercoefHcienten sind die nach {t Argumenten 
\} \f ' ' \l polarisirten |i**" DifFerentialquotienten von a^ resp. 

die nach (n— |i.) Argumenten polarisirten (n — ix)*®** Differential- 
quotienten von ax oder auch, wenn diese Argumente als 

Wurzeln der Formen ^ ^'"- at*" resp.^ — ß?""^ betrachtet werden, 

die |i*^" resp. (n — |Ji)*®° üeberschiebungen der bezüglichen Dif- 
ferenzialquotienten über diese beiden Formen. 

Bezeichnet man die |x**° Differentialquotienten von 

entsprechend die der andern Formen 

^X ^ U ^X "" /i> •••(^ + 1— P')x ^ /n-jx 
so ergiebt sich durch Elimination der x bei Benützung der 
ersten Entwicklung einer Form a^ : 

(15)0=1 (f^^f, (/,V,(/ft^ A . . . . (/r'^VI (»=0, l...n-,i) 
und man hat wie oben 

(16) A„., ^ ^J (f.^T> (/;'+f , ■■■(f: ^^*)' 

Ferner ergiebt sich, wie oben : (17) 

An,|X=0 = S p A 

wo die A die Determinantencoefficienten der Gruppe 
(18) u^ (p^ (X) + w^ qj^ (X) 4- . . . u^ <pj^ (X) 



-J^ 
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und die p die entsprechenden Coefficienten der Gruppe 

wo die V (wie die u) willkürliche Parameter und die y be- 
liebige binäre Formen (n — |x)**" Grades vorstellen. 

Nach dem Grassmann'schen Satze kann man wieder statt 
der A die entsprechenden Determinanten der Schnittpunkt- 
theoremgruppe 

(20) a^ \, c., . . . (n-f 1-n). 

substituiren. 

§.11. 

Zasaminenliang der zweiten Form von 
mit den &ordan'scIien Untersuchungen über Combiuanten. 

24. Gordan's '•> erster Satz über Combinanten binärer 
Formen (auf die wir uns hier beschränken) lautet : 

^Eine jede Combinante einer Anzahl binärer 

Formen« Grades: 

(l)<P,W>T,W,---9,xW 
ist eine Invariante der binären Form von |x Variabein 
(2) 3»„,(, = j(p,(X,), 9, (X,) ... 9, (\)\ (i = 1, 2, . . . ^l) 

(und ist folglich eine ganze Funktion der |i-reih- 
igen Determinantencoef ficienten der 9^).^ Der 

umgekehrte Satz gilt selbstverständlich, da On,» resp. An,» 

selbst eine Combinante der (p(X) ist; also auch jede Invariante 
von O resp. A eine Combinante der cp(X). Es lässt sich O^^ ein- 
facher durch An .j^ ersetzen, wo 

(3) *^^ = 2)^(X) A„,j, 

Der geometrische Sinn dieses Satzes ist sehr einfach, 

wir wollen ihn wieder zunächst für den Fall ix = 3 erläutern. 

Dann stellen alle Combinanten der drei Formen 9j(X), = 
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gesetzt; geometrische Eigenschaften resp. Gebilde dar, die 

zur Curve 

(4) px^ = 9j(X) 

in projektivisch unzerstörbarer Beziehung stehen. 

Die letztere ist aber dadurch völlig charakterisirt^ dass 
sowohl die Punkte der Ebene, als die Geraden derselben ein- 
ander eindeutig zugeordnet sind. Das letztere findet aber 
statt, wenn irgend drei Punkten auf gerader Linie andere drei 
Punkte in gerader Linie entsprechen. 

Daher hängen alle projektivisch unzerstörbaren Eigen- 

2 

Schäften der R allein von der Bedingung ab, die aussagt, 

wann drei Punkte derselben in gerader Linie liegen d. h. von 
der Gleichung 

(5) 0„,j, = resp. A„,^ = 

ab. Genau das Analoge gilt offenbar von der R^ , nur dass 

statt der Geraden hier ein Lineargebilde 

^x - " **! ^1 + **« ^2 + • • • + **t* ^ix = 

au die Stelle tritt. 

25. Für A„,„ sind beide , von uns abgeleitete Formen 

zulässig, wir fassen jetzt die zweite in's Auge. 
Der zweite Gordan'sche Satz *^) lautet : 
^Eine jede Combinante von |i binären Formen 

n**' Ordnung 

^ (6) 9iW, «P,W, • . • %0^) 

ist eine Invariante der binär en Form mit (n — |i-|-l) 

Variabein 

Bn,j. = \(%,xr^^\ (9«X)'^"^^ S . . • (9,,xr ^-^ « I (i = 1, 2, . . . ^t) 

ferner q>.^ der (|i — 1)*® Differentialquotient von 
<p (X, [a) ist, ([A — r)m.al nach X, (r — l)mal nach [a ge- 
nommen, 
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und(<pj^, X)"~^ ^^® (^ — 1^+1) Ueberschiebung der 
Formen q^^^und y^ darstellt.* 

Bj, ist hier evidenter Weise eine Combinante der 
cp(X), also umgekehrt auch jede Invariante von Bn^„ eine Com- 
binante der 9(X).* 

26. Dieser zweite Gordan'sche Satz leitet sich aber ohne 
Mühe aus dem ersten mit Hülfe der früheren Betrachtungen 
über die Reciprocität des Schnittpunkttheorems (§. 4) und der 
zweiten Form von An» ab. 

Der Inhah jener Reciprocität lässt sich mit Rücksicht 
auf die Ableitung dieser Form von An^^^ kurz so aussprechen : 

„Die Form A,, = (f^ ^f, (/•/ <pf , . . . (f^-%^\ 

verhält sich zur Gruppe der (pj^ (Jfe =: 1, . . . fi) gerade 
so wie die Form 

zur Gruppe der fj (i = 0, 1, . . . n — ja).* 

(Dabei sind die f die Schnittpunktformen der q>, und um- 
, gekehrt.) 

Nun ist zu Folge des ersten Gordan'schen Satzes jede 
Combinante der [a Formen (f eine Invariante von An,„ (zweite 

Form)y also auch evidenter Weise eine Combinante der 
(n-|-l — |i) Formen f, mithin unter nochmaliger Anwendung 
des ersten Gordan'schen Satzes eine Invariante von Bn »• T>ies 

ist aber der zweite Gordan'sche Satz. 

Mit Weglassung der Zwischenformen An^^^ resp. Bn,» 

können wir demnach den Inhalt beider Hauptsätze so zu- 
sammenfassen : 

jjjede Combinante der fi Formen 9 ist eine 
Combinante der (w-|-l — |i) Schnittpunktformen f 
und umgekehrt*).* 

*) '^gi* die historische Bemerkung der Einleitung. 
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40 * ^io rationalen Cnrven. 

Man wird daher mit Vortheil immer die Form A„ resp. 
Bn,u^ zu Grunde legen, die aus der kleineren Anzahl von 
Formen gebildet ist. 

Um diese Sätze auf die rationalen Curven anwenden zu 
können, genügen einige Bemerkungen. 

Eine jede solche Curve lässt sich bekanntlich immer ein- 
deutigy Punkt für Punkt auf eine Gerade abbilden und die 
Darstellungsfunktionen ^(X) lassen sich nach Lüroth ^®> immer 
in eine solche Form bringen , dass jedem Punkt der Curve 
resp. Geraden immer nur ein Argument X zugehört. (Es 
werden uns weiterhin noch Beispiele solcher Umformungen 
begegnen.) 

Daher ist eine jede nicht zerfallende rationale Curve jB 

als Interpretationsgebiet der Invariantentheorie binärer Formen 
zulässig. Dann sind offenbar die simultanen Invarianten und 
Covarianten der dargestellten Formen unabhängig von einer 
CoUineation des Raumes, in dem sich die rationale Curve be- 
findet. 

Wie weit aber umgekehrt alle Eigenschaften der ratio- 
nalen Curve, die bei Collineationen des bezüglichen Raumes 
invariant bleiben, von den Invarianten binärer Formen ab- 
hängen und was für specielle Raumcollineationen mit den 
linearen Transformationen auf rationalen Curven verknüpft 
sind, diese allgemeine Frage möge verschoben bleiben, bis 
erst ein hinreichendes Material gewonnen ist, das diesen ab- 
strakten Untersuchungen eine concreto Unterlage gewähren soll. 

Vor allem soll erst das wichtigste Hülfsmittel des Fol- 
genden, die Theorie der Normcurven, in kurzen Zügen, nur 
soweit es erforderlich, abgehandelt werden; dabei wird sich 
schon, und dies allmählich in steigendem Masse der grosse 
Nutzen herausstellen, den der Gebrauch der in diesem Capitel 
erörterten Prinzipien und Sätze, vor allem des letzten gewährt 
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In den einzelnen Fällen wird sich auch die eben aufgeworfene 
Frage leichter übersehen und beantworten lassen. 

Den Äbschluss dieses Capitels bilde ein SatZ; der einen 
unmittelbaren Ausfluss des letzten Satzes bildet; und der zwar 
implicite schon in den Untersuchungen der früheren Para- 
graphen enthalten ist; jedoch noch nicht mit der nöthigen 
Schärfe betont ist und der kurz so ausgesprochen werden 
kann (mit der Beschränkung auf binäre Formen ; wenn dies 
auch nicht erforderlich ist) : 

. „Die Funktionaldeterminanten conjugirter 
Gruppen binärer Formen sind dieselben.^ 

In der That gehen wir wieder von der R^ aus: 

f^, = %Q) (i = . . . d) = a,^X" + . . . % 
mit den Schnittpunktsrelationen 

a, = 0, a„ = 0; . . . a , _ = 

Is ' Äa ' n — a,8 

SO folgt zunächst aus dem Früheren augenblicklich; dass die 
Forderung; es sollen n benachbarte Punkte X der Curve 

sich auf einem Lineargebilde d Stufe befinden ; so viel 
Lösungen X zulässt; als die Funktionaldeterminante der Formen: 

«iX; ^i\y • • • «n-d,X 
Wurzeln hat. 

Andererseits erhält man diese Forderung auch im Ver- 
schwinden der Determinante der (pj(X) ausgedrückt, wenn man 

in den einzelnen Columnen derselben für X die Werthe setzt 

X, X+dX, X+2dX-f dX* etc 

Diese geht aber, wie z. B. Clebsch^*) öfters an einzelnen Fällen 
nachgewiesen hat, mittelst der gleichen Methode, indem man 
nur noch nebst den gewöhnlichen Umformungen von Deter- 
minanten solcher Art den Euler'schen Satz über die Darstellung 
binärer Formen mittelst ihrer (nach zwei homogenen Variabein) 
genommenen Difierentialquotienten wiederholt anwendet, in 
die Funktionaldeterminante der Formen cpj(X) über. 
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Beide FunktionaldeterminantCD sind vom Grade (d-f-l)(ii — d) 
in X und vom ersten in den Determinanten der a resp. a, die 
nach §. 1 proportional sind. Also unterscheiden sich beide nur 
noch um einen unwesentlichen Faktor^ den man meistens der 
Bequemlichkeit wegen gleich 1 setzen darf. 

Dieser einfache Satz ist namentlich einer der kräftigsten 
Hebel zur Erforschung geometrischer Wahrheiten mittelst 
algebraischer Behandlung, wie sich des Weiteren zur Genüge 
ergeben wird. 



Oapitel II. 
Die Reye'sche Apolarität und die Normcurven. 

Abschnitt L 
Die Normcurven (speziell der Ebene und des Raumes). 

§.12. 
Der Normkegelsclmitt der Ebene. 

28. Wenn auch dieser Abschnitt mancherlei Bekanntes*") 
enthalten wird, so fehlt, so viel ich weiss, doch eine systema- 
tische Zusammenstellung der Haupt-Sätze dieser Theorie, die 
bezweckt, die Bestimmung der Lage der Punkte (Geraden, 
Ebenen, überhaupt Lineargebilde) in der Ebene, im Räume 
(und höheren Mannigfaltigkeiten) von fest gedachten Curven 
(dem Normkegelschnitt der Ebene, der cubischen Normcurve 

des Raumes, allgemein der rationalen Normcurve n^ Ord- 
nung im Räume von n Dimensionen) abhängig zu machen. 
Und zwar erweist es sich weiterhin im Laufe der Unter- 
suchungen als höchst vortheilhaft , diese Normcurven nicht 
ganz beliebig zu wählen, sondern sie gewissen (Apolaritäts-) 
Bedingungen zu unterwerfen, ähnlich wie man die gewöhn- 
lichen Coordinatensjstemc den gerade vorliegenden Aufgaben 
gemäss möglichst bequem einrichtet. Es wird im Folgenden 
wesentlich auf eine geschickte Bezeichnungsweise ankommen. 
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29. Wir denken uns in der Ebene ein festes Dreieckscoor- 
dinatensystem und bezeichnen als Normkegelschnitt (N^^^ 

(1) px^ = X\ px^ = 2X, px^ = 1, 

wo (p ein beliebiger Faktor und) X ein variabler Parameter ist, 
(cf. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte. Art. 305.) 

Die gewöhnliche Gleichungsforra wird dann unmittelbar 

(2) 4x^ ar, - a^J = 0. 

Umgekehrt kann bekanntlich *) ein beliebiger (nicht zer- 



*) Man sieht di^ auch auB der allgemeinsten Parameterdarstellung des 
Kegelschnitts, <ier jeder (nicht zerfallende) Kegelschnitt vermöge seiner 
projektiTischen Erzeugung fAhig ist: 

P»I = «12 ^* + »II ^ + «10 (* = % 1» 2), 
indem man auf die Punkte der Ebene eine Lineartransformation anwendet, 
deren Coefficienten die resp. Unterdeterminanten des Systems der a sind. 
Dann ergiebt sich auch sofort rückwärts mit Rücksicht auf die Gleich- 
ungen (1 und 2) als Gleichung dieses Kegelschnitts in den alten Coordinaten x: 
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Dies kann man auch noch auf eine zweite Art sehr leicht ab- 
leiten , die auch bei ähnlichen Elimininationsaufgaben oft angewandt 
werden kann. 

Man sehe in den drei Gleichungen der allgemeinen Parameterdar- 
stellung des Kegelschnitts zunächst die Potenzen Yon X als Unbekannte 
in der Art an: 



X< 



= /. 



9 P 



berechne die drei nicht homogenen Unbekannten in der gewöhnlichen 
Weise und wende dann erst wieder die den l zukommende Identität: 



'o '2 - ^ = 



an. 



So einfach diese beiden Methoden erscheinen mögen, so vergleiche 
man doch z. B. die mühsame Methode Salmons (Höhere ebene Curven pg. 53), 
die zum mindesten die charakteristische Form des Endresultats schlecht 
erkennen lässi. 

Dasselbe Verfahren ist zunächst auf die allgemeine Parameter* 
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fallender) Kegelschnitt der Ebene in dieser Form dargestellt 
werden, wenn nur das Coordinatensystem passend gewählt wird 
(d. i. wenn man zwei Tangenten und die BerUhrungssehne des 
Kegelschnitts zu Seiten des Coordinatendreiecks nimmt). Die 
Form (1) sagt aus, dass jedem Punkte des Kegelschnitts (oder 
auch seiner Tangente) ein bestimmter Werth. von X zukommt 
und umgekehrt. Daher ist es weiterhin erlaubt, einfach von 
einem Punkte (resp. Tangente) „X^ des Normkegelschnitts zu 
sprechen. 

Eine beliebige Gerade der Ebene : 

(3) u^- :u^x^-^ u^ x^-{^u^x^ = q 

trifft N^ in dem Punktepaar der quadratischen Gleichung (wie 

es der Kürze wegen lauten mag) : 

(4) «X = «, X* + 2^ X 4- M„ = 0. 
Seien die Wurzeln dieser Gleichung a, ß und 

(5) « + ß = p «ß=J' 



80 folgt aus (4) für die Coordinaten der Geraden : 

s 

(6) TW, = 5^, TO^ = — -^, TW^ = 5, 

(wo T ein beliebiger Faktor *) sei). 

Die Gerade wird (und nur dann) zur Tangente für 
a=ß=X, daher ist die zu (1) dualistische Darstellung (in Linien- 
coordinaten) : 



darstellang der cubischen Raumcurve (cf. §. 13) und ihr Flächennetz 
zweiter Ordnung, sowie überhaupt in derselben Weise auf die rationale 

Curve n^' Ordnung im Räume ron n Dimensionen anwendbar. 

Dabei zeigt sich noch der merkwürdige Umstand, den wir hier vor- 
erst nur angeben wollen, dass die Curve 

paj, = miX' (i = 0, 1, . . . d) 

in Wirklichkeit nur von {d — 1) Grössen (passenden Quotienten der d) 
abhängt, während die scheinbare Abzahlung deren d liefert. 

*) Dieser Zusatz mag bei ähnlichen Fällen von jetzt ab unterbleiben. 



N 
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(7) TM, = 1, T«, = — X, XM^ = X 

oder in gewöhnlicher Form : 

(8) M„ «,-»* = 0. 
Verfahrt man jetzt wieder, wie oben mit (1), indem man 
(7) mit der Gleichnng eines Punktes combinirt, so erhält man, 
parallel den Gleichungen (6): 

(9) px, = s^ px^ = s,, px^ = s^. 

Die in (5) eingeführten Grössen ^, - nennt man gewöhn- 

Sq Sq 

lieh die elementar-symmetrischen Funktionen der zwei Grössen 
a, ß; ich bezeichne^ weil sich dies weiterhin als nützlich heraus- 
stellt, die Grössen s^, 5^, s^ (oder genauer ps^, p^^, p^^ wo p 

variabel) als die homogenen symmetrischen Funktionen 
von zwei Grössen (Werthen, Parametern, Argumenten) a, ß. 
(Treten weiterhin mehrere Beihen solcher Funktionen auf, so 
Qcien sie bezeichnet mit s^, 5^, s^ resp. a^, a^, a^, resp. 5^, 5^^, 5^, 

resp. T^, Tj, Xj etc. oder auch kurz mit s^, a., S^, x^ etc.) *) Dann 

können wir unser bisjetziges Formelsjstem in folgenden Satz 
kleiden: 

A) jjDer Normkegelschnitt der Ebene, als 
Ordnungscurve aufgefasst (in diesem Sinne sei er mit 
j^^ bezeichnet) ist dargestellt durch die Gleichungen 

(1) resp. (2); dagegen als Klassencurve (und, sofern 
dies hervorgehoben werden soll, sei sein Zeichen N^) durch 

die Gleichungen (7) resp. (8). 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Ebene sind durch (9), die einer beliebigen 
Geraden durch (C)**) repräsentirt, wo die s^ die 

*) Dieselbe Bemerkung (und Bezeichnung) soll für die ftymmetrischen 
Funktionen von drei und mehr Worthen a, ß, y, etc. (eines Parameters) gelten. 

**) Ist in (6) und (9) das Arguraentenpaar beidemal dasselbe, so 
ist der Punkt (9) der Pol der Geraden (6), wie*auch aus Gleichung (2) 
direkt folgt. 
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homogenen symmetrischen Funktionen der beiden 
Parameter sind, die den vom Punkte an N^ aus- 
gehenden Tangenten resp. den auf N^ durch die 

Gerade ausgeschnittenen Punkten angehören.* 
Die Einführung des Normkegelschnitts hat daher die 
grosse Bequemlichkeit zur Folge, die Coordinaten eines Punktes 
der Ebene unmittelbar mit den homogenen symmetrischen 
Funktionen zweier Werthe (eines variabeln Parameters) iden- 
tificiren zu können. 

§. 13. 
Die cnbische Normcurve des Raumes. 

Ich mache hier schon auf die Abhandlung von Herrn 
Sturm : ,, Darstellung binärer Formen auf der cubischen Raum- 
curve* (Grelle Bd. 86) aufmerksam, die unserem Gegenstande, 
namentlich in diesem Abschnitte sehr verwandt ist. Es Hess 
sich nicht vermeiden, um das Verständniss nicht zu erschweren, 
manche Sätze, die dort schon vorgetragen sind, noch einmal 
(wenn auch meistens anders und in anderem Zusammenhange, 
abgesehen von dem mancherlei Neuen) zu beweisen. Nur so 
Hess sich eine, wenn auch sehr gedrängte, Systematik er- 
reichen. Ich citire jene Abhandlung im Folgenden einfach 
mit Sturm. 

Im Übrigen möchte ich dabei betonen, dass mir die Inter- 
pretation der binären Formen auf irgend welchen rationalen 
(spec. Norm-) Curven als solche nur Mittel zum Haupt- 
zweck ist, das Auftreten der Apolarität überall nachzu- 
weisen und vor Allem den engen Zusammenhang der 
binären Apolarität mit der ternären,quaternären 
etc. zu ergründen, wozu es erst einer Reihe von Vorbereitungen 
bedarf, die ich, um sie dann ein für allemal zum Gebrauche 
fertig zu haben, nach Möglichkeit in ein systematisches Gewand 
gekleidet habe. 
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30. Die Behandlung dieser Normcurve des Kaumes ist in 
ihrem ersten Theile der des Normkegelschnitts der Ebene ganz 
ähnlich; erst weiterhin stellen sich Besonderheiten ein, die von 
der gewachsenen Zaiil der Raumelemente (Punkt, Ebene, Ge- 
rade) herrühren. Unter der Normcurve dritter Ordnung (iV^) 

verstehen wir, den Raum auf ein festes Tetraedercoordinaten- 
systera bezogen gedacht, folgende: 

Wiederum kann bekanntlich *) jede, beliebig gegebene, 
nicht zerfallende und in keiner Ebene liegende cubische Raum- 
curve durch geeignete Wahl des Coordinatentetraeders in dieser 
Form dargestellt werden. (Dasselbe besteht dann aus den 
(Schmiegungs-) **) Ebenen irgend zweier Punkte der Curve 



*) Man wende nur auf die allgemein gegebene Curve 

3 2 

P^i = «18 ^ + «12 X 4- «ii X -h 0,0 (* = ^' ^» 2, 8) 

die lineare Piinkttransformation an, deren Coefßcienten die Unterdeter- 
minanten des Systems der Coefficienten a sind und multiplicire dann noch 
ev. die neuen Coordinatcn mit geeigneten Faktoren. 

**) Es sei gleich hier hinsichtlich der Nomenklatur der cubischen 
Raumcurven Folgendes erwähnt: 

„Die Schmlegnngsebenen mögen einfach Ebenen der Curve (Ng): 

die „Linien zweier Schmiegungsebenen^ einfach „Axen" der Ciirve (N^): 

heisaen, die also den Punkten, Sehnen der Curve {N^^) gegenüberstehen. 

In gleicher Wejse heissen die Tangentialebenen einer Fläche zweiter 
Clas8e<t»2 einfach die Ebenen der Fläche, so dass man dann z.B. sagen kann: 

„Eine Raumcurve dritter Classe (N.) und eine Fläche zweiter Classe 

{^^ haben sechs Ebenen gemein." 

Enthalten die Ebenen einer Fläche zweiter Classe alle Ebenen einer 
cubischen Raumcurve (Nj) so sage ich: „die Fläche ist der Curve 

nm(be) seh rieben**. 

Die ganze Mannigfaltigkeit dieser Flächen zweiter Classe sei einfach: 
die Fläch enschaarschaar (zweiter Classe) der Curve (N^) gegenüber 

„dem Flächennetz (zweiter Ordnung) der Curve (A^)". 

Zur Gleichung (4) sei bemerkt, dass, wo es nicht nothwendig ist, die 
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nebst den beiden Tangentenebenen derselben; die resp. durch 
den andern Punkt hindurchgehen.) 

Dann gehört jedem Werthe des Parameters X ein be- 
stimmter Punkt der Gurve (oder auch seine Ebene , oder auch 
seine Tangente) zu und umgekehrt. 

Daher wird im Folgenden einfach von Punkten (Ebenen, 
Tangenten) X der Normcurve die Rede sein. 

Das durch die Curve (1) gehende Flächennetz zweiter 
Ordnung ist, wie sofort zu sehen, dargestellt durch: 

wo die (i variabel sind. 

Umgekehrt ist dann, wie man weiss, durch dieses Flächen- 
netz zweiter Ordnung die Curve vollständig und eindeutig 
bestimmt. Wir kommen weiter unten auf dieses Netz von an- 
derer Seite her zurück. 

Der Schnitt mit einer beliebigen Ebene : i qi ^'TLj 
(3) w, - W3 .^3 -f w^ 0?^ + u^x^ z= 
liefert zur Bestimmung der Schnittpunkte die Gleichung: 

(4) ux - W3X* + 3 Wjj X* + 3 Uj X + w^ = 0. 
Seien die Wurzeln derselben a, ß, y und 

(5)a+ß+Y = ^ «ß + «rH-ßr = **, «ßr = ? 

Sq Sq Sq 

SO folgt aus (4): 

Die Ebene wird (und nur dann) zur Ebene der Curve, 
wenn a = ß = y = X. Daher ist die zu (1) dualistische Dar- 
stellung der Curve (in Ebenencoordinaten): 

X 8 

(7) TU, = 1, XMj = — X, TM, = X , Wo = — ^ ' 



gewöhnliche UezeichDung einer binären Form o^, (^ etc. dnrch a, . b^ eto. 

ersetzt werde im Gegeneiatze zu den Formen a^, ha etc., die auB den ersten 
durch n malige Polarisation nach n Grössen entstehen, (cf. §. 5) 
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mitbin ist die Schaarschaar von Flächen zweiter Klasse, deren 
gemeinsame (Tangential-) Ebenen die Ebenen unserer Curve 
sind, oder wie wir kürzer sagen wollen: die Schaarschaar 
der der Curve umschriebenen Flächen zweiter 
Klasse^ bestimmt durch: 

(8) (u^ 1*3 — u]) v^ + (u^ u^ — u^ w^)v, 4- (u^ w^ — Wi)v, = 

wo die V variabel sind. 

Aus (8) geht wieder die Form (7) hervor, wie aus (2) die 
Form (1), 

Combinirt man endlich die Gleichung eines beliebigen 
Punktes mit (7) und verfährt ganz wie mit(l), so erhält man als 
Coordinaten eines Punktes : 

Mit Bücksicht auf die zum Satze A (§. 12) gehörige An- 
merkung können wir das Bisherige in folgenden Satz zu- 
sammenfassen : 

JB) ^Die räumliche Norm curve, als Curve dritter 
Ordnung aufgefasst (in diesem Sinne heisse sie iV^) ist 

durch die Gleichungen(l) resp.(2)dargestellt; da- 
gegen als Curve dritter Klasse (und, sofern dies her- 

s 

vorgehoben werden soll, sei ihr Zeichen N^) durch die 

Gleichungen (7) resp.(8). 

Die Coordinaten eines beliebigen Raumpunktes 
sind durch (9); die einer beliebigen Raumebene *) 
durch (6) repräsentirt, wo die s^ die homogenen 

symmetrischen Funktionen der drei Parameter 
sind, die den drei vom Punkte anN^^ gehenden 

Ebenen re^p. den drei aufiV"^ von derEbene aus- 
geschnittenen Punkten zugehören.^ 



*) Diese erhält man also allgemein nach der Kegel, dass mau die 
Ponktcoordinaten umkehrt, mit abwechselndem Vorzeichen versieht, und 
mit den (zur Dimensionenzahl des Raumes) gehörigen Binominalcoefficienten 
diridirt. 

W. Fr. M er er, Äpolaritftt 4 
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Die Einführung der cubißchen Normcurve bringt es daber 
wieder mit sich, dass die Coordinaten eines Raumpunktes ge- 
radezu mit den homogenen symmetrischen Funktionen von 
drei Werthen (eines Parameters) identisch sind. (Und das Ent- 
sprechende gilt, wie man sich leicht überzeugt, für beliebig 
hohe Räume cf. No. 2H.) 

§. 14. 

Geometrisclie Eigenschaft der auf die Normcurven bezogenen 

Coordinaten. 

31. Ausser dem erwähnten formalen Vorzug, den die 
Normcurven mittelst der auf ihnen ausgebreiteten Parameter- 
vertheilung gewähren (und dessen Wichtigkeit erst allmählich 
hervortreten wird) gilt noch ein zweiter geometrischer. Es 
spricht sich nemlich in der neuen Bedeutung der Coordinaten 
eine hervorragend wichtige Eigenschaft von Punkt (Gerade) 
einer Ebene in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt in der- 
selben, sowie von Punkt (Ebene) des Raumes in Bezug auf 
eine beliebige cubische Raumcurve aus, so dass diese Elementar- 
gebilde einen gewissen geometrischen Ort vorstellen. 

In der That stellt ja eine Gleichung 

(1) ^ ^ ^2 + «*1 ^1 + % ^0 = ^ 
eine (gewöhnliche) *) Involution dar, als deren Elemente man 

hier die Punkte (l'angenten) X eines Kegelschnitts (-A^^) ansieht. 



*) Ich verstehe , wie jelzt meistenR geschieht, unter einer Involution 

n*®' Ordnung ein binäres Formcnbüschel n*®' Ordnung ^-j"^?"« I^ie®o 
lüsst sich dann (cf. Kap. I, § 3) stets ersetzen durch (n — 1), in {n -f- 1) 
Grössen 8. lineare Relationen, also eine Involution zweiter Ordnung (die 

ich die gewöhnliche Involution oder schlechtweg Involution nenne) durch 
eine Gleichung n^ = 0. 

Für diese (Schnittpunkt-) Relationen kann man dann wieder die zu- 
gehörigen (Schnittpunkt-) „Formen" setzen d. h. die zur Involution apo- 
lare oder conjugirte Formcngruppo. (cf. § 24.) 



• •• " !■?■■ 
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Da nun nach Satz Ä) die s^ als homogene symmetrische Funk- 
tionen zweier Werthe a, ß die Coordinaten des Punktes sind, 
von dem die Tangenten a, ß an N^ gehen, so Hegt darin der 

bekannte Satz der Ebene (unter Punkt eines Linienpaares ihren 
gemeinsamen Punkt verstanden): 

jyDiePunkte der Tangentenpaare einerlnvo- 
lution au feinem Kegelschnitte durchlaufen eine 
Gerade (deren Schnittpunkte mit demselben die 
Doppelelemente der Involution darstellen) und 
umg. ist jede Gerade der Ort der Punkte der 
Tangentenpaare einer bestimmten Invol ution auf 
dem Kegelschnitte (und dualistisch für einen 
Punkt).^ 

Daraus folgt dann aus den geometrischen Eigenschaften 
der Involution, dass die Berührungspunkte eines jeden dieser 
Tangentenpaare harmonisch liegen zu den Schnittpunkten der 
Geraden mit N^, Algebraisch heisst dies bekanntlich, dass die 

bilineare Invariante der beiden quadratischen Formen 

" , X -r 

(abgesehen von einem Zahlenfaktor) mit u^ identisch ist. 

Ganz analoff stellt sich die Sache für die cubische Raum- 
curve {N^) und wir können daher ohne Weiteres den Satz aus- 
sprechen (unter dem Punkte eines Tripels von Ebenen ihren 
gemeinsamen Punkt verstanden) : 

^Besteht zwischen den Ebenen ein er cubischen 
Eaumcurve eine trilineare symmetrische Ver- 
wandtschaft in der Art, dass zu irgend zwei Ebenen, 
der Curve stets eine dritte und zwar so gehört, 
dass zu je zwei Ebenen dieses Tripels immer die 
dritte gehört, so durchlaufen die Pu nkte aller 

dieser Ebeneutripel eineEbene (die dieCurvein 

4* 
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drei Puii kten schneidet, derenEbenen, dreifach 
gezählt, je ein Tripel der Verwandtschaft bilden). 

Umgekehrt ist jede Ebene der Ort der Punkte 
der Ebenentripel einer solchen Verwandtschaft 
(und dualistisch für einen Punkt).^ 

Und auch die Folgerung ist hier eine ganz analoge. 

Denn ist die Verwandtschaft dargestellt durch 
(3) w = W3 s^ + w, 5^ + u^ s^^u^s^ = 
so sind die drei Ebenen der Curve, in denen je drei Ebenen 
eines Tripels zusammengefallen sind, repräsentirt durch: 

(4) wx - W3 X"" + 3 w^ X' + 3 Wj X + w„ 
andrerseits aber irgend ein Tripel (5^) der Verwandtschaft durch: 

(5) s^ - s^ X' - 5^ x' -f- 5, X — 53. 

Dann ist wieder die bilineare Invariante beider Formen 
(4) (5) (abgesehen von einem Zahlenfaktor) u^. Daraus folgt, 

wenn ich zwei Ebenentripel der Curve, deren Argumente zwei 
zu einander apolaren cubischen binären Formen angehören, 
jjzu einander apolar** nenne*): 

^Jedes Tripel einer trilinearen symmetrischen 
Verwandtschaft (dessen Punkt also auf einer 
festen Ebene liegt)' zwischen den Ebenen einer 
cubischen Raumcurve ist apolar zu dem ausge- 
zeichnet en Tripel**), dessen Elemente jedes, drei- 
fach gezählt, ein Verwandtschaftstripel bilden.* 



*) In derselben Weise soll überhaupt immer das Wort apolar von 
den vorkommenden Argumentgruppen auf die zugehörigen Punkt- (Ebenen, 
Geraden etc.) Gruppen übertragen werden dürfen. 

**) Daraus folgt wieder, wenn man die Normcurve von irgend einem 
Punkte 
Xy^ - x^X — Äj X 4- a;^ X — Äj . - x^ (X — X^) (X — X^) (X — X3) 

auf irgend eine Ebene projicirt, der alte Satz (Kap. I, §. 2) dass wenn 

pxj := a| (X — Xj) (wo die a beliebige Faktoren sind) eine rationale ebene 
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Und da eine cubiscfae binäre Form zu sich selber apolar 
ist, so folgt sofort der bekannte^ schon mehrfach ^^^ auch von 
dieser Seite her betrachtete Satz : 



Garve dritter Ordnung ist (mit dem Wendedreiseit als Coordinatendreiseit) 
so .stellt 

^8 = ^0 *8 + -3— + 3' + a^i *0 = 

ihr Schnittpunkttheorem dar. 

Nimmt man noch einen zweiten Punkt zu Hülfe 

VX ^" 2^0 ^ — 3/1 ^ + 3^2 ^ - ^3 - - 2^0 (^ - ^1) (^ -- ^2) (^ - ^3) 
und projicirt die Curve ^3 durch die Gerade xy auf eine Ebene, so 

repräsentirt die Gruppe 

ly. '» + %^ + ^ + y, •« = - y. 

wie man will, einen Punkt (Involution) in der Ebene der Curve 

px^ = a^ (X — Xj) , 

oder einen Punkt in der Ebene der Curve 

T 3 

PVi = ^ (^ — ^i) • 

Die Involution , die das Strahlbüschel jedes Punktes aus der zuge- 
hörigen Curve ausschneidet, ist beidemal die zu 

conjagirte Gruppe. 

Und endlich gelangt man so mittelst dreier Punkte Xj y, z zu einer 
Geraden, die durch die Gleichungen 

repräsentirt ist. 

Dies Verfahren soll später ganz allgemein dargelegt werden, wodurch 

erreicht wird, dass jede i^, mittelst des Projicirens (dualistisch Schneidens) 

sowie der umgekehrten Operationen auf die bezügliche Norm curve zu- 
rückgeführt wird. 

Andrerseits erkennt man schon, dass dies Verfahren im Grunde iden- 
tisch ist mit dem andern, statt der Dreiecks-, Tetraeder- etc. Coordiuaten 
Vielecks-, Polyeder- etc. Coordinaten (die dann durch eine Anzahl linearer 
Relationen verbunden sein müssen) einzuführen, 
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^D er Schnittpu nkt irgend dreierEbenender 
Curve liegt auf der Ebene ihrer Schmiegungs- 
punkte (und Punkt undEbene besitssendann die 
gleichen Argumente)*. 

Es hat offenbar nicht die geringste Schwierigkeit, diese 

Sätze für eine rationale Curve n^^ Ordnung ira Räume von 
n Dimensionen auszusprechen: doch mag dies wegen der Com- 
plicirtheit der geometrischen Ausdrücke (bei algebraischer 
Evidenz) unterbleiben. 

Der letzte Satz gilt selbstverständlich nur für Räume 
von ungerader Dimensionenzahl. 

§. lt>. 

Die (gewöhnliche) Involution auf der cubisohen Raumcurve. 

32. Ehe wir zur Darstellung der Raumgeraden mittelst 
der Normcurve übergehen, sei erst noch der Darstellung der 
Punkte (Geraden) einer Ebene mittelst der Sehnen (Axen) 
einer cubischen Raumcurve gedacht, deren Gebrauch öfters 
von Nutzen ist. Nach §. 14 heisst dies Folgendes : 2*) 

^Eine Involution sei auf der cubischen Raum- 
curve (iVg) gegeben; welche Fläche bilden die 

Sehnender Punktepaare der Involution (oder 
kürzer: die Sehnen der Involution)?'' 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass diese Sehnen eine 
Regelschaar zweiter Ordnung bilden und umgekehrt, dass 
jede Fläche des durch die Curve gehenden Flächennetzes 
zweiter Ordnung (§. 13, (2)) durch ihre Geraden (der einen 
Schaar) eine bestimmte Involution auf der CurvQ darstellt. 

Wir verfahren zu dem Zweck so. 

Machen wir (durch Coordinatentransformation) die gege- 
bene cubische Raumcurve zur Normcurve N-, 

3 

(1) pa^, == X\ px^ = 3 X\ px^ = 3 X, px^ = 1, 
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deren Flächeunetz zweiter Ordnung also (§. 13) gegeben ist 
durch : 

und sei die vorgelegte Involution 

(3) m^ s^ + m^ s^ + m^ s^ - m^ = 

so frage ich : 

Unter welchen Bedingungen liegt eine Sehne der Invo- 
lution (3) auf einer Fläche (2)? 

Irgend eine Sehne der Involution, die dem Elementen- 
paare a, ß angehöre, geht durch die beiden Punkte y, e mit 
den Coordinaten 

(4) X*, 3X*, 3X„ 1 ; X», 3X*, 3X,, 1. 

Nun sind die Schnittpunkte einer Fläche zweiter Ordnung 

a* = mit einer Geraden (y, z) nach der Joachimstharschen **) 

Methode gegeben durch die quadratische Gleichung^ 

(5) \a\ + 2Xd^^ + a^ = 0. 

Für eine der Flächen (2) und eine Sehne (y, z) verschwinden 
stets die beiden äusseren Glieder der letzten Gleichung; soll 
also die Gerade ganz auf der Fläche liegen, so bleibt die eine 
Bedingung 

^^ — 

durch Einsetzen der Coordinaten (4) also (nach einfacher Rech- 
nung) 

(7) ^\-'\f (li, s^ + P-, ^, + 1^0 ^o) = 0. 

Daraus geht hervor , dass , falls die verlangte Bedingung 
für jede Sehne der Involution (3) gelten solf, dass die Coeffi- 
cienten p, der Fläche den bezüglichen Coefficienten m der In- 
volution proportional sind , womit der Anfangs erwähnte Satz 
bewiesen ist. 

Denn es ist klar, dass die Involutionssehnen nur die eine 
Regelschaar der zugehörigen Fläche zweiter Ordnung bilden; 



(6) 11^^ = oder S^."j;7 = 0, 
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da niemals zwei der Sehnen der Involution sich treffen käfinen. 
Die Geraden der andern Regelschaar interessiren imifelgenden 
nicht weiter. Wir drücken der Kürze wegen isn erhaltenen 
Satz so aus: ^ 

jjDie Sehnen einer auf einer cubischen Raum- 
curve {N^ dargestellten (Punkt-) Involution ti^ = 

bilden die eine Regelschaar der Fläche ji* = 0(2)" 

undumg. j^Die Sehnen der Curve, die ganz auf 

einer Fläche (i* = Hegen, sind die Sehnen der 

Invol ution ji^ = 0.* 

Genau ebenso beweist man den dualistischen Satz: 
^Die Axen einer auf der cubischen Norm- 
curve (Ng) dargestellten (Ebenen-) Involution 

(8) v^ a, — v, a, + v^ a, = 

bilden die eine Regelschaar der der Curve um- 
schriebenen Flächen zweiter Classe (§. 13): 

(9) \(^i%—^l) +V1KW3— WjW,) +v^(w^«*, — wj): zul =0.« 

33, Während so, gestützt auf den Involutionsbegriff, 
zwischen den Punkten (Geraden) einer Ebene und den Sehnen 
(Axen) einer cubischen Raumcurve eine ein-eiudeutige lineare 
Verwandtschaft hergestellt ist, wobei einer Geraden der Ebene 
eine der durch die Curve gehenden Flächen zweiter Ordnung 
entspricht und urag. , wird man auf geometrischem Wege 
sofort zu einer zweiten eindeutigen Verwandtschaft (aber von 
zweitem Grade), wiederum zwischen den Punkten der Ebene 
und den Sehnen der Curve geführt, die mit der ersten eng zu- 
sammenhängt. 

Wir werden auf diese zweite Verwandtschaft noch einmal 
später von anderer Seite her (bei näherem Studium des Schnitt- 
punkttheorems der rationalen ebenen Curven vierter Ord- 
nung) zurückkommen und es genüge daher, hier vorläufig nur 
einige Hauptpunkte anzugeben. 



*>« ■ 
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Denken wir uns die Ebene irgendwie im Räume gegeben 
(doch 80, dass sie weder Schmiegungs- noch Tangentenebene 
der cubiseben Raumcurve lat), so trifft im allgemeinen jede 
Sehne der Curve die Ebene in einem Punkte und umgekehrt 
geht bekanntlich von jedem Punkte der Ebene nur eine Sehne 
an die Curve. Eine Ausnahme tritt nur ein für die drei Schnitt- 
punkte der Curve mit der Ebene Ä^, A^^ A^, Jedem derselben 

entspricht die ganze Schaar von Sehnen^ die alle auf einem 
Kegel (zweiter Ordnung) liegen, der die Raumcurve projicirt. 
Andrerseits entspricht jeder der drei Verbindungssehnen der 
drei Punkte ein jeder Punkt auf ihr. 

Betrachten wir ferner irgend eine Sehne der Curve, sie 
heisse 5; ihr Treffpunkt mit unserer Ebene sei S, 

Dann befindet sich unter den Flächen des Netzes (x^ = 

(2) ein Büschel von Flächen, die alle diese Sehne s ganz ent- 
halten , mithin ist der Punkt S der vierte Grundpunkt eines 
Kegelschnittbtischels , dessen drei weitere Grundpunkte in 
A^, A^j A^ liegen. 

Nun entsprechen die Sehnen der Curve einmal nach der 
ersten (linearen) Verwandtschaft den Punkten der Ebene (und 

dann die Flächen des Netzes {i^ = den Geraden der 

Ebene): andererseits eindeutig nach der zweiten Verwandt- 
schaft gleichfalls den Punkten der Ebene. 

Daher ist zwischen den Punkten der Ebene ein Entsprechen 
hergestellt, das genau mit der zweiten Verwandtschaft äqui- 
valent ist, so dass es genügt, diese Verwandtschaft in dißr 
Ebene zu studiren. 

Diese ist aber offenbar eine quadratische, ein-eindeutige, 

involutorische mit dem Fundamentaldreieck A. A. A., in der 

1 <> 9 

jeder Geraden ein Kegelschnitt durch die Ecken dieses Dreiecks, 
also einem Punkte (als Centruin eines Strahlbüschels) der vierte 
Basispnnkt eines bestimmten Kegelschnittbüschels A , A^y A^ 

entspricht, 
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Wir werden weiter unten (worauf schon hingewiesen ist) 
leichter zeigen, dass diese quadratische Transformation in 
unserer Ebene sich dadurch näher bestirarat, dass der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen der Curve (in Ä^, Ä^, A^ (der ja in un- 
serer Ebene liegt) einer der vier (fest bleibenden) Einheits- 
punkte der quadratischen Transformation ist. 

Dann giebt es immer einen bestimmten Kegelschnitt un- 
serer Ebene (der dann als Normkegelschnitt zu nehmen ist), 
der dem Dreieck Ä^ A^ A^ einbeschrieben ist und für den der 

eben bezeichnete Punkt derjenige ist, in dem sich bekanntlich 
die drei Verbindungslinien der Punkte A mit den Berührungs- 
punkten der resp. gegenüberliegenden Seiten treffen. 

Dieser Kegelschnitt ist vermöge unserer quadratischen 
Transformation das Bild der Curve vierter Ordnung mit drei 
Spitzen in J.^, A^y A^, die durch den Schnitt unserer Ebene mit 

der Tangentenregelfläche der cubischen Raumcurve erzeugt wird. 

§. 16. 
Die Covarianten einer binären cubischen Form /*. 

34. Der analytische Ausdruck der eben erörterten qua- 
dratischen Transformation ergiebt sich aus Früherem unmittel- 
bar, andrerseits führt er uns zur Bedeutung der quadratischen 
(Ilesse'schen) Covariante H der Form f: 

\f f 
'11 'i«i 

ff' 

'21 '22, 

Denn das durch die Normcurve gehende Flächennetz zweiter 
Ordnung war (cf. §. 15) dargestellt durch 

Legen wir also eine beliebige Ebene 

(3) «, = 
ZU Grunde und nehmen drei ganz beliebige Linien in derselben 

(5) y, = 0, y^ = 0, y^ = Q 

ZU Geraden eines Coordinatendreiecks, so ist die fragliche 



(1)H = 
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Transformation in allgemeinster Weise gegeben 
durch 

(6) zy^ = ^x^ x^ — x\, zy^ = 9x^ x^ — x^ x^, zy^ = 3x^^ x^^ — x\ 

wo zwischen den x die Relation (3) besteht. 

Andrerseits aber bat bekanntlich die Form f die Eigen- 
schaft, auf eine Weise als lineare Combination von zwei Guben 
linearer Ausdrücke X — a, X — ß darstellbar zu sein, deren Wur- 
zeln diejenigen der Covariante H sind. 

Dies heisst aber offenbar (cf. §.17 Anhang) (cf. Sturm 
pg. 124): 

„Die Hesse 's che Covariante der Form (deB 
Punktes)/" stellt vermöge ihrer Wurzeln das Ar- 
gumentenpaar der einen vom Punkte an die Norm- 
curve JVg gehenden Sehne dar.'' 

Diese Covariante lautet entwickelt : 

(7) // - X' (3^^ x^ — ^p — X (9^;^ x^ —x^ x^ + (3^j x^ — x^^. 

Daraus folgt aber, nach dem letzten Satze und der Con- 
struktion voriger Nummer der mit dem eben noch angege- 
benen Ausdruck der quadratischen Transformation inhaltlich 
übereinstimmende Satz : 

„Vermöge irgend einer beliebig, aberfestge- 
gebenen linearen Relation zwischen den Coeffi- 
cienten von f^u =0 kann man immer drei aus 

ihnen linear zusammengesetzte Ausdrücke den Co- 
efficienten von if proportional setzen; dann ist 
dies derAusdruck für die (allgemeinste) quadra- 
tische Trans formationin der Ebenew^ = 0.'' 

35. Eine ähnliche, aber räumliche eindeutige Transfor- 
mation knüpft sich an die Covariante Q von /": 



(8)0 = 



1 
2< 



u u 



^. ^.i 



Vermöge der bekannten Eigenschaften von Q in Bezug 
auf /"und fi'hat man sofort zunächst (cf. Sturm pg. 124): 
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^Construirt man auf der einen durch einen 
Punkt (/*) gehen den Sehne (von iV^) den zum Punkte- 
paare der Curve und zum Ausgangspunkte har- 
monischen Punkt; so ist seine Darstellungs- 
form Ö.« 

Dadurch ist zwischen den Punkten des Baumes eine ein- 
deutige involu torische Beziehung gegeben mit derFundamental- 
curve N^y denn nur filr die Punkte dieser Curve wird die Be- 
ziehung unbestimmt. 

Dies ist aber bekaimtlich derjenige spezielle Fall der- 
jenigen eindeutigen ßaumtransformation dritten Grades, die 
durch die in Bezug auf ein Flächennetz zweiter Ordnung con- 
jugirten Punktepaare bestimmt ist, wenn die Flächen des 
Netzes durch eine cubische Kaumcurve gehen, d. h. wenn die 
Fundamentalcurve der Transformation (die im Allgemeinen die 
Kegelspitzencurve des Netzes ist) in die doppelt zählende cubi- 
sche Curve ausartet *). Man hat daher: 



*) Ein analoger Satz gilt für alle Normcurven ungerader Ordnung. 
So erhält man, von der nächst höheren Art, den NormcurTen fünfter Ord- 
nung (im Räume von fünf Dimensionen) ausgehend: 

.Unterwirft man die Goefficienten zweier binären Formen 
fünfter Ordnung 

6 4 8 2 

tty^T^ a^X -j- b a^X + lOa^ X -f- 10 a^ X -|- 6 o^ X -f- a^ 

*X ~ ^^^ + ö ^1 ^* + 10^2 X* + 10 Äg X* + 5 6^ X + b^ 

zwei beliebig aber fest gewählten linearen Relationen (mit 
den Goefficienten Xj resp. y) 

u = u -= 

»0 reduciren sie sich auf zwei cubische Formen Fy ^, 
deren Gerade (Functionaldeterminante) ein- eindeutig in qua- 
dratischer Verwandtschaft der Gombinant-Govariante vierten 
Grades J der Formen a\^ by^, zugeordnet ist. Diese Form ist 
die Invariante J (cf. Salmon, Höhere Algebra Art. XIX) der Form 
tu -j- kh^ und ihre Wurzeln sind durch die Gleichungen be- 
stimmt ; 
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^Die durch die inBezug auf das Flächennetz 
zweiter Ordnung derNormcurveJV^conjugirten 

Punktepaare bestimmte ein-eindeutige involuto- 
rische Verwandtschaft dritten Grades ist unmittelbar 
dargestellt durch dierespectiveProportionalitiit 
der Coefficienten von 



mit denen von Q = 






In der That überzeugt man sich auch durch leichte Rech- 
nung bei Benützung der Gleichung (2) von der Richtigkeit dieses 
Satzes. 

Endlich ist ebenfalls bekannt; dass der durch sieben Raum- 
punkte bestimmte achte, der mit ihnen die Grundpunkte eines 
Flächennetzes zweiter Ordnung bildet, kein anderer ist als der 
irgend einem der sieben Punkte in obiger Transformation ent- 
sprechende, wenn man die Fundameutalcurve dritter Ordnung 
durch die sechs andern bestimmt sein lässt. Wir können daher 
auch so sagen : 

„Die Punkte f und Q bilden mit jedem belie- 
bigen Punktsextupel der Normcurve die Grund- 
punkte eines Flächennetzes zweiter Ordnung.* 



'^O *4 + ^1 *8 + «« *2 + *« *1 + «4 *0 = ^ 

"l *4 + «2 *3 + «3 *« + «4 »1 + «5 *0 = ^ 

^0 '4 + ^1 *3 + ^2 *2 + ^8 *1 + ^4 *0 = ^ 

^ »4 + ^ «3 + ^ «2 + ^4 *1 + ^6 'O = Ö-" 

Diese letztere Covariante / stellt dann, wie leicht mit Hüife des Satzes 
Kap. I, §. 2 zu sehen, die einzige Quadrisekante einer rationalen Carve 
fünfter Ordnung (im gewöhnlichen Raum) dar, deren „ Schnittpunktformen " 
<K, b'K sind, d. h. die zu a^, b-. apolare Gruppe enthält eine Involution 

fünfter Ordnung mit dem festen Faktor /. 

Und ähnlich für die höheren Fälle. Ich behalte mir vor, anderswo 
aaf diese eindeutigen Verwandtschaften näher einzugehen. 



J 
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Wie sich die sonstigen, von den Formen /*, ff, Q geltenden 
Sätze im Sinne unserer Theorie aussprechen, ist wesentlich so 
einfach, dass es übergangen werden kann. 

Zur Vervollständigung mag noch der Satz bemerkt wer- 
den, der wie die obigen über H und Q nahezu evident ist: 

,jDie In Variante (Discrimi nante) der Form /"(zu- 
gleich Discriminante von //) stellt unmittelbar, 
= gesetzt, d i e T a n g e n t e n r e g e 1 f 1 ä c h e der N o r m- 
curve in Punktcoordinaten dar.^ 

In ähnlicher Weise gelingt die Interpretation der simul- 
tanen In- und Co Varianten von mehreren quadratischen und 
cubischen Formen ohne wesentliche Schwierigkeiten : sie mag 
übergangen werden, um nicht unsern Hauptzweck, die Ver- 
knüpfung der Apolarität mit den Normcurven, zu sehr aus 
dem Auge zu verHeren. 

Dagegen soll der schon in diesem Paragraphen evident 
hervortretende Zusammenhang der linearen Transfor- 
mationen auf der Normcurve mit den C ollin eationen 
des bezüglichen Kaum es später im Allgemeinen be- 
sprochen werden. 

Dasselbe gilt von den Modificationen , die die fundamen- 
talen Eigenschaften der Normcurven bei irgend welchen 
Projektionen der Normcurven in niedrigere Räume erleiden, 
und die sich speziell für die cubischen Normcurven an die Er- 
örterungen des §. 14 anschliessen würden. Auch diese sollen 
an geeigneter Stelle im Zusammenhange besprochen werden. 

Bisher war die Theorie der cubischen Normcurve der des 
Normkegclschnitts wesentlich ähnlich : durch die nun folgende 
Berücksichtigung des neuen im Räume sich selbst dualistischen 
Elements, der Geraden, entfernt sie sich eine Zeit lang schein- 
bar von der Theorie der Ebene immer mehr, bis sich später, 
bei Gelegenheit der Apolaritätstheorie für die Kegelschnitte 
beide Theorien wieder vereinigen werden. Äui diese Weise 
(die bei Betrachtung der höheren Normcurven immer wieder- 



(1) 
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kehrt) wird das Princip, den Apolaritätsbegriff in den Vorder- 
grand zu stellen, allmählich immer mehr seine Rechtfertigung 
finden. 

§.17. 
Die Darstellung der .Geraden mittelst der Normcurve. 

36. Auch in diesem Gebiet können wir uns auf das für 
das Folgende Nothwendigste beschränken uüd im Übrigen auf 
die Sturm'sche Arbeit verweisen, deren Resultate th e i 1 w e i s e 
hier recapituHrt werden, von deren Gang wir jedoch im Fol- 
genden öfters wesentlich abweichen. Auch eine Anzahl neuer 
Resultate wird sich dabei ergeben. 

Eine Gerade ist durch zwei Punkte x, y bestimmt: 

x^\^ — x^}! -{^ x^X — x^ 

? ~- Vo ^' — Vi >^' + ^2 ^ — y^. 

Da ein beliebiger Punkt der Geraden (und sonst kein 
Punkt des Raumes) durch x -\- ky gegeben ist, so folgt sofort 
der zum Satze der Ebene (§. 14) in zweiter Linie analoge Satz 
(cf. die erste Analogie §. 14): 

jjDie (Schnitt-) PunktederEbenentripel einer 
aufNj(d. h. einer beliebigen Raumcurve dritter 

Klasse) gegebenen Involution dritter Ordnung 
durchlaufen eine Gerade und umgekehrt ist jede 
Gerade die Reihe der Punkte der Ebene ntripel 
einer bestimmten Involution dritter Ordnung 
auf N,. 

Dualistisch drehen si ch die Ebenen der Punkt e- 
tripel einer aufiVj^ gegebenen Involution dritter 

Ordnung um eine Gerade und umgekehrt istjede 
Gerade die Axe der Ebenen derPunktetripel einer 
bestimmten Involution auf N^, ^ 

Daher ist es die nächste Aufgabe, für die durch (1) ge- 






i 



64 1^16 Reje^Bche Apolarifüt und die Normcurveii. 

gebene Gerade die zugehörige Involution ihres Ebenenbüschels 
zu finden. 

Es seien irgend zwei der Ebenen dieses Büschels 

(2) M. = 0, «. = 

SO muss die gesuchte Involution die Form i^ -|- /«;' 3> 
haben^ wo 

(3) F "» ^^ "•" ^"* ^* + ^"»^ "^ "• 

\<5 -- v^ X' + 3v^ X* + 3«jX + t;^. 

Da aber bekauntlich die Axencoordiuaten der Geraden 

u, u i 

j^' J"; = (uv)^ = q^^ (l, m = 0, 1, 2, 3) den Strahlen- 

coordinaten ' = (xy) ^ p proportional sind (und 

zwar so, dass die Indices i, Je, l, m immer die vier Zahlen 
0, 1, 2, 3 in einer cyclischcn Aufeinanderfolge sind), so haben 
wir den Satz : 

^Die beiden Involutionen (1) (3) bilden immer 
dann die beiden Involutionen einer und der- 
selben (Geraden auf Nj res p. iVg bezogen), wenn die 

Bedingungen 

(4) p(xy\^ = {uv\^ 
erfüllt sind und umgekehrt.* 

In der That bilden ja nach dem ersten Capitel (§. 3) 
unter den Bedingungen (4) die Gleichungen (2) den Ersatz der 
Involutionsgleichungen (1): diese Gleichungen (2) gehen aber 
wieder durch Combiuation mit den Gleichungen der Normcurve 
N^ in (3) über. 

Beide Involutionen (1) (3) haben nach Capitel I §.' 11 die- 
selben Combinanten und diese stellen offenbar, gleich Null 
gesetzt, die (im quaternären) Sinne invarianten Eigenschaften 
der zugehörigen Geraden in Bezug auf die Normcurve dar. 
Dies soll später noch genauer explicirt werden. 



k 
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37. Daran knüpfe sich die Wiederaufnahme einer schon 
einmal behandelten Frage (cf. Cap. I §. 7 Nr. 17), nemlich der 
nach der Darstellung einer cubischen Raumcurve in Linienco> 
ordinaten. Damals handelte es sich darum, zu zeigen, dass es 
genüge, diese Frage für die Normeurve zu lösen und dass es 
dann leicht sei, die bez. Formeln für eine beliebige andere 
cubische Kaumcurve anzugeben. 

Hier wollen wir daher die Frage an der Hand der Norm- 
eurve weiterführen mittelst gleichzeitigen Gebrauchs zu ein- 
ander dualistischer Formeln. 

Sollte, um dies aus Kap. 1 1. c. kurz zu wiederholen, die 
Gerade (2) die Normeurve treffen, so musste die Resultante 
von F und ^ verschwinden. Diese war aber in der B^zou tischen 
Gestalt : 





^88? %l^ "2 


(5) B = 27 jg,,, ««> + 3 g,., q^ 




o ' *20' ^10 



oder wegen der Relationen (4) (wo wir noch der Bequemlich- 
keit wegen den Faktor p = 1 setzen) : 

I p j 

ö I 

(6) i? = - 27 p^, ^^^ + 3 i,„3, p^^ = - 27 R\ 



^»i» Pn 



3' 

Bei variabeln p stellt daher JR = die Gleichung der Norm- 
eurve d. h. ihres Treffgeradencomplexes in Axen- resp. Strahlen- 
coordinaten dar. 

Soll andrerseits eine Gerade (1) in einer Ebene der Curve 
liegen, so muss die Resultante von /, 9 verschwinden. Diese 
ist aber : 

W. Fr. Me/er, ApoUritft. 5 



X 



r 
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(7) P = - 



^01^ -^20» -^03 



P20^ -Pos + Pi2^ Psi 

Poz> PsV P^s 

P = stellt demnach bei variabeln p^^ den Coraplex der 

Geraden dar, die in den Ebenen der Curve liegen. 

Gehen wir jetzt auf die absoluten Werthe von B resp. P 
näher ein, so bemerken wir zunächst, dass der Ausdruck 2Z 
in P (abgesehen vom Zahlenfaktor 27) übergeht (und umg.) 

P 
durch Vertauschung der beiden Grössen p^^ und "11?, ^o dass sie 

3 
unter der Bedingung 

(8) 3i)., - 1>„ = 

coincidiren. 

Andrerseits ist aber die bilineare Invariante der Formen 
/*, 9 (1) (ebenso wie die der Formen F, O (3), abgesehen vom 
Zahlen-faktor 3) 

(9) (f^f = - {p,3 - ^3^^} (cf. Sturm pg. 123) 

so dass wir zunächst den Satz gewinnen : 

jjDie den Complexen E = 0, P = gemein- 
same Congruenz ist dieselbe wie die den Complexen 

i? = (resp. P = 0), (f^)^ = gemeinsame und 
besteht aus den Strahlbüschcln der Punkte der 
Curve in ihren bezüglichen Ebenen.* 

Der lineare Complex (f^ff = aber ist, wie schon da- 
mals (Nr. 17) bewiesen, kein anderer als der zur Nonncurve 
gehörige Nullcomplex, was übrigens auch aus dem Apolaritäts- 
satze des §.14 sofort hervorgeht. 

Denn dieser sagt, in anderer Form ausgesprochen, aus, 
dass wenn zwei cubische binäre Formen apolar sind, die durch 
sie dargestellten Punkte von der Art sind, dass die NuU- 
complex-Ebene eines jeden auch durch den andern Punkt 
geht, so dass ihre Verbindungsgerade im Nullcomplexe sich 
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selber conjugirt ist, d. h. sie ist eine Gerade des Complexes. 
(Cf. Sturm pg. 123.) 

38. Zu den beiden Ausdrücken i?, P gelangen wir aber 
nochauf eine andere 2*) Weise und gerade diese erlaubt es, eine 
Reibe wichtiger Beziehungen zu ermitteln. 

Eine Gerade (1) wird von vier Tangenten der Curve 
getroffen , von denen nur dann zwei coincidiren , wenn die 
Gerade entweder die Curve trifft oder in einer Ebene der 
Curve liegt. Dies ist geometrisch evident. Mithin muss die 
Discriminante der biquadratischen binären Form, deren Wur- 
zeln die Argumente jener vier Tangenten sind, die beiden 
Ausdrücke i?, P als Faktoren enthalten. Da aber, wie gleich 
gezeigt wird , diese biquadratische Form die (Jacobi'sche) 
Funktionaldeterminante der Formen f, <jp und daher linear in 
den j}.^ ist, so ist ihre Discriminante vom sechsten Grade in 

denselben und muss folglich (abgesehen von einem Zahlen- 
faktor) aus dem Produkte iJ, P selbst bestehen. 

Den Zahlenfaktor werden wir durch passende Specialisi- 
rung ermitteln, die zugleich einen zweiten rechnerischen Be- 
weis des Satzes erlaubt. Dass . die gesuchte biquadratische 
Form (die Darstellungsform der vier Tangenten, die eine 
gegebene Gerad« (1) resp. (3) treffen) durch die Funktional- 
determinante der Formen /*, cp (oder auch 2^, <I>) gegeben ist, 
ergiebt sich sofort so ; 

Soll von einem Punkte der Geraden (1) 

f -}- k(f 
eine Tangente an die Curve gehen, so fallen von den drei an 
die Curve gehenden Ebenen des Punktes zwei zusammen (und 
umg.), d. h. es verschwinden die beiden Differentialquotienten 
der Form /* -f" ^9 (nach den beiden homogenen Variabein ge- 
nommen): 

d. h. die gesuchte Form ist 
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(11) j 






- 1>,,X*— 2p^x''+ X*(3i)„ +!)„) — 2p,3 X+p^, 



(cf. Sturm pg. 134). 

Mittelst ihrer beiden Invarianten i, j drückt sich bekannt- 
lich die Discriniinante einer biquadratischen binären Form 
so aus 

(12) D = *' — 6/- 
In unserem Falle wird i (mit Benützung der Identität 
zwischen den jj ) : 

2^ 



(13)i=2 
und 






3 

2 



f..-'t] 



(14)i=:6 



P0,> 



-^20 ;^0S ! 



2' 2 



Pu\ 

2' 2" "^ 6| 

P„ P, 



,^03 _i_Pli P31 



J2 fj» 

6' 2 



P, 



. I 



2 ' * *' ! 

Wir machen jetzt die immer erlaubte *) Annahme , daas 



in (1) 
dann wird 



(15) aTj = y^ = 0, 



3 S 

(16) i = 2 jp»3, ^• = _- 0,1 + 2pI^ i)J 



*) Dies sieht man am einfachsten geometrisch ein. Denn wegen der 
Lage des Coordinatentetraeders zur Curvo N^ (cf. §.13 pg. 47) sagt die 

Bedingung (15) nur aus, dass unsere Gerade (1) in einer Ebene durch 
die Tangente y, od^ liege. Legt man daher einer der vier Tangenten, 
die unsere Gerade treffen , das Argument 00 , sowie dem Restpunkt, den 
die zugehörige, zugleich durch die Gerade gehende Tangentenebene aus 
^^3 ausschneidet, das Argument bei, so ist die Bedingung (17) erfüllt. 

Dann verschwinden in der biquadratischen Form •/ (11) die Coefficienten 

von X* und X. Dies Verfahren wird später mit Vortheil noch weiter aus- 
gedehnt. 
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und es ergiebt sich einmal 

(17)2) = i' — 6/= — ': «^ i> fü' 4- «% 1 
andrerseits 
(18) Kt^±yK6 = i^oa + (i^03 + 2 pI P,,) ^^^^^^ ^^^ 

Wurzeln die absoluten Werthe verstanden), woraus wieder 
(17) hervorgeht. 

Endlich wird vermöge unserer Annahme 



(19) E = 


— P^^' 

1 


3 


' + 3i, 


1 

1 


= P« pI» 






3 




Pn> 


1 

1 

-P23 

1 




• 


• 


Pn' 

— Pio> 
Poi' 




P^y 


Po9 






P = 


Po» 


+ Pi»> 


Psx = 


p!s + pI 


p 






PiV 


PiS 






und demoach endlich 











(20) - 22) = P'P. = ^^^ (cf. (6)). 

Drücken wir noch die in E,P vorkommenden p durch 

die Wurzeln der biquadratischen Form aus, so haben die den 
Grundstock des Weiteren bildenden Formeln : 

(21) 5„ =Po„ «1 = 2Po,; «, = %o.i +1»«' «, = ^P^s, ** =!>„, 
und mit Benützung der Identität zwischen den p : 

(22) 3i,„ = *' ± p=, p^^ = ^' + Ä ^'^- ^*'""" P^- ^^^^- 
Diese Ergebnisse fassen wir so zusammen (vgl. die Be- 
merkungen von Sturm pg. 135) 

„Die Zerlegung der Discriminante einer all- 
gemeinen biquadratischen binären Form 

(12) D = /_6/ 
in die beiden Faktoren 
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(18) (Vis + j V6) (1/? -JVß) 

lässt sich, abgesehen von der Quadratwurzel aus 

6i stets auf rationale Weise ausführen und zwar 

gehen diese Faktoren mittelst der durch die 

Gleichungen 

(21) (22) 

bestimmten p^ indieFormen 

(19) E, P 
über. 

Diese letzteren sind die Resultanten von zwei 
Paaren cubischer Formen, deren Gruppen (Invo- 
lutionen) zu einander conjugirt sind. 

Umgekehrt sind die Resultanten von irgend 
zwei Paaren cubischer Formen, deren Gruppen 
zu einander conjugirt sind, die Faktoren der 
Discriminanten ihrer (gemeinsamen) Funktional- 
determinante.* 

39. Da die Invariante i (13) das Quadrat von (f ^)^ ist, 
so haben wir auch den Satz (cf. Sturm pg. 137) : 

^Der (lineare) Nullcomplex der Normcurve 
ist auch durch 

(23) i = 
dargestellt d. h. die vier Tangenten der Curve, 
die irgend eine Gerade des Complexes treffen, 
bilden ein aequianharmonisches Quadrupel, und 
umgekehrt* 

40. Ehe wir die Formeln (21) (22) weiter verwenden, 
möge erst noch die Zerlegung der Discriminante einer biqua- 
dratischen binären Form nach einer andern Seite hin ergänzt 
werden. Sie beruht wesentlich darauf, dass wir die biqua- 
dratische Form als Hesse'sche Co Variante einer andern biqua- 
dratischen Form ansehen. 

In der That giebt es bekanntlich nach Clebsch*''> im All- 
gemeinen stets zwei Formen der Involution (3) -F-j-fc' O, die 



r, 
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(3) 



die Differentialquotienten einer biquadratischen Form B sind 
und zwar, wenn (homogen geschrieben) 

\F :-^ w^ X^ -h 3ti^ XV -f- 3Wj X|x* 4- u^ (jl* 

[O ~ v^ X* + 3y^ XV + Bv^ Xii* -h v^ ji' 
und die gesuchte Form 

(24) B{ ^ 6^ X*+ 46^ X* li + 6b^ X' ii' H- 463 X|x^ -+- 6^ |x* 
so wird (wie auch durch ganz einfache elementare Bechnung 
folgt) 

(25) JB = F (aX 4- t^a^) + ^ (ß^ H-t^ß,) 



wopa = 



Dabei sind (26) aX +(1«^ ; ßX + {iß^ 

zwei lineare Covarianten von F, O *). 

Dann folgt sofort, dass die Hesse'sche Form von B 

iß ßlil*!^' 



»0 «1 *'2 




\ Wj t>j 


u u u 

^0 I 2 




«0»l"f 


»1 «« "a 


— P«l 


=,^y,«, pß=M.«,«^ 


-pß,= 


«,«»«» 


"0«*2«8i 




l«0«i«, 


^1 ^2 ^ 


1 


»0 «1 ^» 



(27) H = 



At ^i» 



Al ^K» 



1 1 * 



2 



ß ßi 



^|J■ 



wird. 



In derselben Weise giebt es zwei Formen der Involution 

{\)f'\-ktf^ die die Differentialquotienten einer andern biqua- 
dratischen Form A sind. (Diese findet man §. 22.) 
Dann wird, wenn analog 



*) Die^e stellen, = gesetzt, wie man mit Hülfe des Satzes des 
§.14 und aus ihrer Bildung leicht folgt, folgendes Punktepaar der Curve 
dar. Man lege (daalistisch) durch die Punkte /, die beiden Sehnen 
an die Curve, sowie durch die Gerade (/, 9) die beiden Ebenen, die diese 
Sehnen resp. enthalten. Diese Ebenen schneiden ausserdem noch das 
gesuchte Punktepaar aus. Umgekehrt gehört, wie auch aus dem Clebsch^schen 
Satze folgt, zu einem beliebigen Punktepaar der Curve, wenn ausserdem 
die Gerade (/, 9) gegeben ist, ein bestimmtes Punktepaar /, auf der 
letateren, das die Punkte des ersten Paares zu den angegebenen Cova- 
rianten ha$, 
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(28) A^f (a'X + iia\) + 9 (ß'X + ftß',) 
die Hesae'sche Form von Ä 



(29) H' = 



21 22 



a a 



so dass wir den Satz gewonnen haben : 

^Eine gegebene Form vierten Grades (11) cfkann 
(wie bekannt) auf doppelte Weise als Hesse'sche 
Form von zwei anderen biquadratischen Formen ^,^ 
angesehen werden, und zwar mittelst der Gleich- 
ungen (21) (22) (24) bis (29). Zunächst erscheint die 
gegebene Form J als Functionaldeterminante von 
zwei cubischen Formenpaaren 

deren Gruppen einander conjugirt sind. In jeder 
dieser Gruppen giebt es zwei Formen, die die Dif- 
ferentialquotienten einer biquadratischenForm sind; 
diese beiden letzteren sind dann die Formen Ä, B.^ 
Man kann diesen Satz auch folgenderm^vssen aussprechen : 
„üie zur Involution dritter Ordnung der 
ersten Polaren einer biquadratischen binären 
Form conjugirte Involution enthält die beiden 
ersten Differential.quotienten einer andern bi- 
quadratischen Form, deren Hesse'sche Form 
identisch ist mit der Hesse' sehen Form der ge- 
gebenen Form.* 

41. Man kann sich aber auch bei Untersuchung der Dis- 
criminante von J"auf eine der Involutionen (1) (3) beschränken. 
Die beiden Faktoren der Discriminante sagten durch ihr Ver- 
schwinden aus, dass eine Gerade (J) die Curve N^ trifft, resp. 

in einer Ebene von Ng liegt. 

Im ersten Falle aber verschwindet die Resultante der 
Formen F, O (3), im andern giebt es eine Form der Gruppe 
F -f- ^'^; die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks ist. Das 
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Umgekehrte gilt von der Gruppe (1). In der That folgt 
dies ja auch aus dem einfachsten Satze *®) aus der Theorie der 
conjugirten binären Formen : 

jpist eine Form w*®° Grades zu einer n**° Potenz (eines 
linearen Ausdrucks (X — a) apolar, so ist a eine Wurzel der 
ersten Form und umgekehrt.^ 

Wir können daher auch sagen : 

jjDie Faktoren der Discriminante voue/sind 
für jede der Involutionen (1) /"-h *p; (3) F + VQ> 
einmal die Resultante, andrerseits die linke Seite 
der Bedingung, dass eine Form der Involution 
die dritte Potenz (eines linearen Au sdrucks) ist.* 

In dieser Form lassen sich die Sätze der Nummern 38 bis 
41 auf Involutionen beliebigerOrdnung ausdehnen , was 
später bei Gelegenheit der Involutionen vierter Ordnung aus- 
geführt werden soll. 

42. Die weitere Untersuchung knüpft an die Gleichungen 
(11) (21) (22) an. Zunächst liegt in ihnen der wichtige Satz: 

jjDie Form (11) ist die Darstellungs form einer 
beliebigen Geraden (und zugleich ihrer imNull- 
complex conjugirten) im Räume: ihre Coordi- 
naten bestimmen sichaus den Wurzeln derForm 
nach (21) (22).« 

Fallen alle Wurzeln der Form zusammen, so wird die 
dargestellte Gerade (und nur dann) zur Tangente der Curve. 
Eine solche ist also *) repräsentirt durch (mit Wiedereinführung 
des Proportionalitätsfaktors) 

(30) Pi?ei =1, RPo2=2^. Pi^os =^*^fi^i2 =3^'» PJPis = 2X',pi>j3=X*. 
(Cf. Sturm pg. 134.) 



*) Die GleichaDgen (30) kann man natürlich auch direkt aus der 
Gleichung der Nornicurve mit Hülfe des für alle rationalen C?urven gel- 
tenden CIeb8ch*schen Verfahrens 27) erhalten, oder auch aus den Gleichungen 
32), die gleichfalls sich direkt leicht ergeben, 
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Da zwei Gerade p^^, q^^ sich bekanntlich unter der Be- 
dingung treffen 

(31) Si»^ ?.« = 
80 drückt die Gleichung 

(11)7=0 
nichts anderes aus, als dass die Gerade p^^ eine Tangente X 

der Curve trifft, mithin, da J" für vier Werthe verschwindet, 
dass die Gerade vier Tangenten der Curve trifft, wie es 
sein muss. 

Schliesslich gelangen wir auch von (21) (22) zur Gleichung 
einer Sehne (Axe) der Curve. Seien die Argumente irgend 
zweier Punkte der Curve a, ß und die bez. homogenen sym- 
metrischen Funktionen a^, a^, a^, so haben wir: 

Sehne) pp^, = aj, pp^^ = o^a^ pp^^ = a^a,, pi}„ = o] 

(32){ Axe) pp,, = aj, pp^^ — o^a^ pp^^ = a^o^, pp^^ = aj 

oder: xq^^ = aj, xg,^ = a^a^, x?,, = o^a^, xg^, = a] 

Sehne) pp^^ = 3a,a, pp^^ = -^-^ 

Axe) pp^^ = (a^ — a^a^), pp^^ = a,a^ 
l oder : xq^^ = (aj — a^a,), xg^ ^ = a^a^. 

43. Hieran reiht sich unmittelbar die für das Folgende 
wichtige Untersuchung der Sehnen (Axen) der Normcurve, 
die einem allgemeinen linearen Coraplexe angehören. Diese 
Sehnen (nebst den Axen) liegen bekanntlich *®) auf einer Re- 
gelfläche vierter Ordnung und Klasse, die die Normcurve zur 
Doppelcurve besitzt. Da diese Fläche schon zur Genüge unter- 
sucht ist, so soll es sich hier nur darum handeln, die nöthigen 
Grundformeln aufzustellen. 

Ein allgemeiner linearer Complex ist dargestellt durch : 

(33) SSj,,, j^ = (i, i, ?, m = 0, 1, 2, 3) 
wo die p LiniencQordipaten , die q aber ganz beliebige Coeffi- 
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cienteo sind. Diesem gehört irgend eine Sehne (32) unter der 
Bedingung an: 

2 

(34)<'o3M-H'o^.«8i+<^i "« 3,o+''s?oi+ ^% "»«03-+---- 3 - «1»= ^ 
oder nach den Potenzen und Produkten von a geordnet: 

Während also (cf. §. 15) eine lineare Belation zwischen 
den a die Geraden einer Regelschaar zweiter Ordnung liefert, 
so haben wir den brauchbaren Satz ^®) : 

^Eine allgemeine Relation zweiten Grades 
zwischen den symmetrischen Funktionen o. lie- 

fert alle Sehnen^ die einem bestimmten linearen 
Complex angehören und umgekehrt^ *). 

Gerade also wie man damals die Gleichung der der Geraden 
m^ a^ H- Wj jj 4- w^ a^ = 

entsprechenden Fläche zweiter Ordnung durch die Substitutionen 

{36)pa^ = 3x^x^—xl, po^=9x^x^—x^x^, pa^=z3x^x^ — x[ 

erhielt; so geht hier durch dieselben Substitutionen die Gleich- 
ung (35) in die der Regelfläche über **), die der Ort aller 



♦) Vertauscht zoan (wie aus (32) hervorgeht) in (34) (35) Sa^ag 

mit(aj — Oq ffg) oder, was damit aequlvalent ist, 3 q^^ mit jjg, so resul- 

tirt die Gleichung für die (Argamen tenpaare der) Axen der Curve, die 
dem Complex (33) angehören und daher nach dem Clebsch-Cayley'schen 
Satz mit den Sehnen (35) auf derselben Regelfläche liegen (cf. Salmon, 
Sanmgeometrie pg. 438). Die Gleichung derselben in Ebenencoordinaten 
ergiebt sich ganz ebenso, wie die in Punktcoordinaten , mittelst der Ent- 
wicklungen des §. 15. Geht man, statt von den Hülfsgieichungen (32) 
direkt von der Darstellungsform (11) aus, so liefert die Bedingung des 
Complexes (33) das Produkt der beiden Gleichungen für die dem Com- 
plexe angehörigen Sehnen und Axen der Gurve. 

**) Man sieht dies noch deutlicher mit Hülfe der 3edeutun|; der Co- 
variante JI einer cubischen Form / (§. 16) ein^ 

Penn da diese, wenp 
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Sehnen des linearen Complexes (33) ist. (Cf. Salmon^ Raum- 
geometrie pg. 436.) 

Dem linearen Coroplexe gehören speciell vier Tangenten 
der Normeurve an , die sich aus (35) ergeben , wenn man die 
Argumente a^ ^, aus denen die a^ gebildet sind; gleich X setzt: 

(37) X\, - 2 X'q^ 4- x' («„ + 3 g,,) - 2X «„ + g„ = 0- 

Dies ist aber die Gleichung (11) J=: 0, nur dass hier 
statt der Coefficienten p die q stehen; wir wollen sie daher 
jetzt mit eT = bezeichnen. 

Dividirt man daher die Gleichung des Complexes durch 
q^^j wie auch die Gleichung (37), so erkennt man, dass die ein- 

fach unendliche Schaar von Complexen, die alle dieselben' 
Tangenten (37) enthalten, durch die Relation 

(38) ^» + -^' = const. = S^ oder q^^ +3q^- S^ q„^ = 

verbunden sind. Alle übrigen q, dividirt durch g^^, sind fest 

und zwar die bezüglichen elementar-symmetrischen Funktionen 
der vier Wurzsein von (37). 

Die Gleichung (38) ist ersetzbar durch folgende : 

(39) ^" = 4' + 3 t., Z'f = ^l-3v. 

wo {JL ein variabler Parameter ist. 

Daher sind alle linearen Complexe, die dieselben vier 
Tangenten (37) J^ = mit der Curve gemein haben , in der 
Form enthalten : 



3 2 

8 2 2 

den Werth hat II=\ (8 x^ x^ — x^) — X(9 aj^^ »3 — x^x^) -|- (30:^0?^ — x^) 

und das Punktepaar (der Cnrve) auf der durch den Punkt / gehenden 

Sehne darstellt, so hraucht man nur die Coefficienten von B für die o^ 

in (34) einzusetzen, um alle Punkte/ (d, h. mit den Coordinaten x^) un- 
p^rer Ke^elfläche zu erhalte«. 



(40) {{i, 
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oder wenn man für S^ wieder seinen Werth einsetzt 

«Ol 

4- Ji (3 i>„3 — jp,j) 3„ = 0. 
Nun ist aber der erste Theil dieser Gleichung (der von 
(1 frei ist) nichts anderes als die bilineare Invariante der 
Formen : 

(1 1) J- = 1»,, X* - 2 p^, X' + X* (3i,„, +!>,,) - 2 X i,„ +ß„ 

(37) J' = 3.^ X* - 2 g^ X% X" (3 3^4-2j - 2 X 2„-Hg„ 
während der Faktor von ji, = gesetzt, den Nullcomplex der 
Curve darstellt *). 

Mithin ist die allen Complexen der zum Quadrupel «T ge- 
hörigen Schaar gemeinsame Congruenz dieselbe, wie die diesen 
beiden speciellen Complexen gemeine. 

Um diese zu finden, beweist man den wichtigen Satz: 

,jSoll eine Gerade des Geraden paares (J) (d. h. 
des PaareS; das die vier Tangenten J z=z trifft) 
eine Gerade des Geradenpaares («T) treffen, wo 
e7, «7' irgend zwei zu einander ap oZareQuadrupel 
sind, so ist dies nur so möglich, dass eine der 
beiden Invarianten i, i' verschwindet, d. h. wenn 
dieGeraden wenigstens einesPaarescoincidiren. 
Dann aber trifft diese eine Gerade beide desan- 
d ern P aares.*' 



*) Dieser ist noch insofern ein ausgezeichneter Complex der Schaar 
(40), als er nicht nur die vier Tangenten J^ = 0, sondern alle Tangenten 
der Curve enthält. (Cf. im übrigen §. 19.) 
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In der That ist ja die Apolaritätsbedingung füre/", J' durch 
das Verschwinden des ersten Theiles der Gleichung (40) aus- 
gedrückt : 

Soll diese mit der Bedingung des Schneidens einer Ge- 
raden p und einer Geraden q identisch sein, so rauss der 
letzte Terra: 

(42) g— z=p^ 2i2 -HP„ «OS 

sein, d. b. es findet die Bedingung: 

statt: mithin muss eine der beiden Invarianten i, i' ver- 
schwinden *). 

Verschwindet aber i, so trifft dann offenbar die Gerade p 
jede der beiden Geraden q. 

Damit ist der angegebene Satz bewiesen. 

Dann aber verschwindet Gleichung (40) für jeden Werth 
von [JL und wir haben zunächst: 

^Die Directricen der allen linearen Complexen, 
die dieselben vier Tangenten der Curvc ent- 
halten, gemeinsamen Congruenz sind die beiden 
Treffgeraden des Tangentenquadrupels.* 

Insbesondere gilt dieser Satz für den Complex 

(41) iJJ'f = 
in folgender Weise (cf. Sturm pg. 142), wenn wir mittelst der 
homogenen symmetrischen Funktionen x. der Wurzeln von 

eT = die Gleichung (41) so schreiben: 



*) Es geht dies auch so hervor. Eine Gerade des Geradenpaares (/) 

trifft eine solche des Paares (J*) (wo aber jetzt Jj J'* ganz beliebig seien) 

4 
unter der Bedingung (wie man leicht ausrechnet): (wenn (•//*) die bili- 

neare Invariante von Jy T bezeichnet) {JT) =2 i%\ Verschwindet also eine 
Seite dieser Gleichung, so auch die andere. 
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(^2) l>oi -^4 — -j \ H ß— - '^2 - -y '^1 + Pas '^0 = 0. 

jjDie Gleichung 

(43) a, : a^ to + «^ t^ + S ^2 + «s '^s + «4 ^4 = ^ 
stellt einen linearen Complex dar, dessen mit 
dem Nullcomplex der Curve gemeinsame Con- 
griienz zu Directricen die beiden Treffgeraden 
des Tangentenquadrupels 

9 s 4 

(44) a^^ — a^ -f- 4 a, X 4- 6 ttg X + 4 aj X + a^ X 

besitzt. 

Die Linien der Co ngruenz sind die (einzigen) 
Treffgeraden aller zu a^ apolaren und aequian- 

harnionischcn Tangentenquadrupel." 

Aus Gleichung (41) folgt weiter unmittelbar, dass alle 

Geraden jp, die dem Complex («7J') = genügen, die TreflF- 
geradenpaare aller zu «T apolaren Tan^entenquadrupel sind, 
80 dass wir den eben aufffefdhrten Satz noch in der Art er- 
gänzen können, dass wir sagen : 

jjDie Gleich unga^=0(diejanach Kap. I, §. 5 
alle zu a. apolaren Quadrupel darstellt) ergiebt 

vermöge aller W erth Systeme t^, die ihr genügen, 
die dreifach unendliche zua. apolare Tangente n- 

q uadrupelschaar, deren Treffgeraden die Ge- 
raden des zugehörigen linearen Complexes sind." 

Verschwindet im Speciellen die Invariante i von a., so 

hat das Tangentenquadrupel (a.) selbst nur eine Treffgerade 

und diese wird nach dem aus den Gleichungen (41) (42) (43) 
abgeleiteten Satze von allen Treffgeradenpaaren der zu a. apo- 
laren Quadrupel getroffen d.h.: 

jjDer lineare Complex 
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(43) a^ = 

wird dann (und nur dann) zum speciellen^ wenn 
das Tangentenquadrupel aequianbar inoniBch ist 
und daher nur eine Treffgerade (die Axe des 
speciellen Complexes) besitzt.^ 

Die Ableitung weiterer hervorragender Eigenschaften des 
Complexes a^ = soll dem nächsten Abschnitt vorbehalten 

bleiben; der eine eingehende Discussion dieser Gleichung (im 
Apolaritätssinne) enthäV:. 

Im übrigen sehe man nach bei Sturm, der auch eine 
Interpretation der Covarianten von a. mit diesem Complexe 

verknüpft, auf die wir gleichfalls noch genauer zurückkommen. 
44. Dieser Abschnitt über die Normcurven soll einen vor- 
läufigen Abschluss erhalten durch einen Satz, der ebenfalls 
später zu weiterer Verwerthung herangezogen wird und theil- 
weise von Sturm (1. c. pg. 139) herrührt. Er bildet eine un- 
mittelbare Anwendung des letzten Satzes. Zu diesem gelangt 
man, wenn man die fundamentale Eigenschaft der Darstellungs- 
form (11) der Geraden, dass ihre Coefficienten vermöge der 
Gleichungen (21) (22) die beiden Treffgeraden des Tangenten- 
Quadrupels (11) darstellen, auf eine Involution vierter Ordnung 

(45) aJJ -f A6* = 

überträgt, und nach Kap. I; §. 3 diese Involution ersetzt durch 
das Gleichungssystem (mit der dort eingeführten Abkürzung) 

(46) a. = 0, ß. = 0, y. = 0, 
WO die aus den Formen a., ß , y zusammengesetzte Gruppe 

die zur Involution (45) conjugirte Gruppe ist, und wo alle den 
Gleichimgen (46) genügenden Werthsysteme s^ die Wurzel- 
systeme aller Gleichungen (45) repräsentiren. Daraus folgt mit 
Hülfe der Entwicklungen der letzten Nummer sogleich : 

^Die Treffgeradenpaare aller Tangenten- 
quadrupel (45) einer Involution vierter Ordnung 
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bilden die ein e Regelschaar eines Hyperboloides^ 
das den drei linearen Complexen (46) gemein- 
sam ist.^ 
oder in anderer Fassung: 

jjDie zwei Geradenpaare, die zwei beliebige 
Tangentenquadrupel der Curve treffen, liegen 
auf einer Fläche zweiter Ordnung. Auf dieser 
liegen dann noch unendlich viele solche Ge- 
radenpaare, die alle der einen Schaar*)(aufder 
Fläche) angehören.* 

Ein anderer Beweis dieser Sätze, der zugleich zur Be- 
deutung der andern auf der Fläche zweiter Ordnung liegenden 
Regelschaar führt, führt sich so **) : 

Jeder der beiden linearen Complexe 

(47)a, = 0, J. =0 

hat mit dem Nullcomplex der Curve eine Congruenz gemein, 
deren Directricen die Treffgeradenpaare der Tangenten qua- 
drupel a, resp. 6. sind; mithin müssen alle Geraden, die diesen 

beiden Complexen mit dem Nullcomplex gemein sind, beide 
Geradenpaare (a.) (6.) treffen. Da es aber ihrer unendlich 

viele sein müssen, so treffen sie alle diese beiden Geradenpaare 
und bilden somit diejenige Regelschaar einer so bestimmten 
Fläche zweiter Ordnung, der jene beiden Geradenpaare nicht 
angehören. 

Wir drücken dies Resultat so aus: 

jjDie beiden Regeischaaren, die auf der durch 



*) Die Geraden dieser Schaar sind daher paarweise in Bezug auf den 
Nullcomplex der Curve conjugirt, mithin herrscht zwischen ihnen eine 
projektivisch-involutorische Beziehung, deren Doppelelemente die beiden 
sich selbst conjugirten Geraden sind, die den beiden in der Involution 
(45) enthaltenen aequianharmonischen Quadrupeln entsprechen. 

•*) Gerade wie dies gewöhnlich für irgend drei lineare Complexe be- 
wiesen wird. 

W. Fr. Mayer, ApoUriat 6 



B2 ^io Rey ersehe Apolaritftt und die Normcurveti. 

die Treffgeradenpaare einer Tangenteninvo- 
lution vierter Ordnung 

(45) at + Ä6l = 

bestimmten Fläche zweiter Ordnung liegen, sind 

dargestellt, einmal durch diedrei linearen 
Gomplexe 

(46) a. = 0, ß, = 0,Y. = 0, 

andrerseits durch die drei anderen: 

(48) a, = 0, 6. = 0, » = (oder 3p,, - p^^ = .0).« 

Nun giebt es, wie bekfinnt, sechs Quadrupel der Involution 
(45) der Form 

WO die a die sechs (durch die Funktionaldeterminante von 
a^; ^x dargestellten) Doppelel erneute der Involution sind. 

Diese sechs Tangenten - Quadrupel stellen die einzigen 
der Involution dar, für die zwei Tangenten sich (auf einem 
Punkte der Gurve) treffen und (zugleich) in einer Ebene (der 
Curve) liegen. 

Die beiden Treffgeraden der vier Tangenten a, a, ß, y 
sind daher einmal eine Gerade, die durch den Punkt a der 
Gurve geht, andrerseits eine solche, die in der Ebene a der 
Gurve liegt. Und da bekanntlich jede Ebene durch eine 
Gerade einer Flache zweiter Ordnung eine (Tangential-) Ebene 
der Fläche ist, so haben wir für unsere Involution den dritten 
Satz: 

^Die durch eine Involution vierter Ordnung 
(45) bestimmte Fläche zweiter Ordnung trifft die 
Gurve ^g in sechs Punkten, deren Ebenen zugleich 

die der Fläche (als Klassenfläche) mit der Gurve 
(N J gemeinsamen Ebenen sind." 

Und mit Hülfe des später zu erweisenden Satzes, dass 
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es 5 Involutionen vierter Ordnung mit denselben (sechs) 
Doppelelementen giebt, folgt hier : 

„Durch irgend sechs Raumpunkte gehen fttnf 
Flächen zweiter Ordnung der Art, dass ihre 
Tangentialebenen in den Punkten immer dieselben 
sind und zwar die Ebenen der durch die sechs 
Punkte bestimmten cu bischen Raumcurve.^ 

Mithin sind diese ftUif Flächen einmal in der Form 

und zugleich in der andern : 

darstellbar, wo die /j = vier Flächen zweiter Ordnung 

mit sechs gemeinschaftlichen Punkten und die -F^ = vier 

Flächen zweiter Classe mit sechs gemeinschaftlichen Tangen- 
tialebenen sind. 

Auf die Eigenschaften der Involutionen vierter Ordnung 
auf eubischen Raumcurven im Weiteren können wir erst nach 
Vermehrung unserer Hülfsmittel von anderer Seite her des 
Genaueren eingehen. Es hat ja auch dieser Abschnitt nur 
den Zweck, mit den elementarsten Grundeigenschaften der 
Normcurven bekannt zu machen , um so einen Untergrund für 
die folgenden, ganz allmählich verwickelter werdenden Unter- 
suchungen über die Apolarität zu gewinnen. 

Zum Schluss soll noch einmal daran erinnert werden, 
dass alle Formeln dieses Abschnittes mittelst des Kap. I §• 7 
dargelegten Verfahrens auf einen beliebigen Kegelschnitt resp. 
cubische Raumcurve (d. h. genauer, die auf ein belie- 
biges Coordinatensystem bezogen sind) übertragen 
werden können. 

Die nächsten Abschnitte entwickeln einige Hülfsformeln 
für die einfachsten Fälle, dass ein (sonst) beliebiger Kegel- 
schnitt zum Normkegelschnitte, resp. eine (sonst) beliebige 
Fläche zweiter Ordnung zur eubischen Normcurve apolar ist, 

6* 



*-• 
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was wiederum genügen wird, die allgemeinen Formeln deut- 
lich hervortreten zu lassen. Diese Hülfsformeln führen dann 
von selbst zur Betrachtung der invarianten (Äpolaritäts-) Eigen- 
schaften der binären Formen vierten und sechsten Grades. 



Abschnitt IL 

Die binäre biquadratische Form und ihre Apolaritäts- 
verhältnisse auf den Normcurven zweiter, dritter und 

vierter Ordnung. 

§17 
Der Normkegelsclmitt. 

45. Nach Reye '^) heissen zwei Kegelschnitte (1) 

4 o O 9 O 

«X = 22 «ik *i ^k = «00 ^0 + »1 1 ^1 -1- «M ^2 -•- 2a,, a;„ a:, -H . . . = 

(zu einander) apolar, wenn ihre bilineare Invariante ver- 
schwindet d. h. wenn 

(2) (aoif ~ SSOj^ a,^ -:. o^ a^ + «,, «,, ■+- 0,^ a,^ 

+ 2a OL -4- 2a ol -4— 2a a =0, 
Ol Ol "^ 0« 02 ^^ 12 1« ' 

und zur genaueren Unterscheidung führt er weiter die Be- 
nennung ein: 

^Der (Ordnungs-)Kegelschnitt a* = stützt 

(trägt) in diesem Falle den (Klassen-) Kegelschnitt 

M^ = 0: umgekehrt stützt sich dann (ruht) der 

letztere aufden (dem) ersteren.^ 

Dann giebt es bekanntlich^ wie zuerst Hesse **) gefunden, 
ein und damit (einfach) unendlich viele Polardreiecke von 

a* = 0, die w^ = um-j und (dualistisch) zugleich unend- 
lich viele Polardreiecke von u^„ = 0, die c? = einbe- 
schrieben sind. 
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Machen wir (durch CoordinatentraDsformation)den Klassen- 
kegelschnitt w* = zum Nonnkegelschüitt N^ (§. 12) 

(3) u^ w^ — mJ = 0, 
so geht die Bedingung (2) in die einfachere über : 

Desgleichen ergiebt sich in dem entsprechenden Falle^ dass der 
Ordnungskegelschnitt a* = zum Normkegelschnitt N^ (cf. 
ebenda) 

(5) 4a;^x^-x\-0 
gewählt wird, die Bedingung (2) in der Form 

(6) K2 = «ii- 
Wir fassen dies in dem Satze zusammen : 
„Unter der Bedingung a^ = a^^ trägt der Ord- 

nungskegelschuitta =Oden Normkegelschnitt 
Nj und unter der Bedingung 4a^^ == a^^ ruht der 

Elassenkegelschnitt t«^ = auf dem Normkegel- 
schnitt N^,^ 

In der Regel machen wir nur vom ersten Theile dieses 
Satzes Gebrauch. 

46. Sehen wir jetzt, wie sich die Bedingung für ein in 

Bezug auf den Kegelschnitt a = conjugirtes Punktepaar 

modificirt, falls derselbe die Forderung erfüllt, 
den Normkegelschnitt N^zu tragen. 

Irgend ein in Bezug auf a* =: conjugirtes Punktepaar 

(x) (y) ist dargestellt durch 

(7) a^oy ^x^ (a^ y^ + a„^ y^ + a„, y,) + x^ (a,^ y^ 

+ «II ^1 + «12 y^ + ^t («20 ^0 + «21 Vi + «22 2^2) =0. 

Mit Anwendung des letzten Satzes und unter dement- 
sprechend er Einführung der Bezeichnungen : 

(^) «00 = «o' «Ol = «1' «02 = «u = «2> «12 = %y «22 = «4 
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(sodass allgemein a^^ = a.^j^ wird) 

gewinnt die Bedingung (3) die übersichtlichere Form: 

(9) a, a^ -- x^ (a^ y^ ^a^y^^ a, y^) + x^ {a^ y^ + a^ y^ 

+ öt, y^) + x^ (a^ y^ -[- »3 ^j + a^ y^) = 0. 

Mit Rücksicht auf den Fundamentalsatz des §.12 setzen wir: 

(10) ^» = «ß, *' = a-Hß;^* = Y5, ^'=Y + S 

wo a, ß resp. y, 5 die Argumente der vom Punkte x resp, y 
an Nj gehenden Tangenten seien. Wir bezeichnen daher die 

Punkte auch durch (a,ß) resp. (y, S). 

Führen wir endlich noch die homogenen symmetrischen 
Funktionen s^ (i = 0, . . . 4) der vier Werthe a, ß, y, S ein, 

so dass 

(11) J = a + ß + r + S, ** = aß + «r..., 



7 = «ßT4-«ßS + ...,^* = aßr8 



so nimmt die Gleichung (7) (cf. Nr. 21) unter der festgesetzten 
Apolaritätsbedingung die endgiltige Gestalt an : 

(12) a, a^ - a ^i a^ 5^ + a^ s^ + a^ ^^ + «3 ^3+ a, 5^ = 

was wir durch den Satz hervorheben wollen : 

„Trägt der Kegelschnitt a* = den Norm- 
kegelschnitt Ng, so istirgendein in Bezugaufden 

ersteren conj ugirtes Punct epaar (a, ß) (y, 8) durch 
die Gleichung (12) dargestellt^ und umgekehrt 
J5lst die Gleichung (12) durch ein Werthsjstera 
«; ß; r» S befriedigt, so sind, (a; ß) (y, S); (a, y) (ß, 5); 
(a, S) (ß, y) drei solche conjugirte Punktepaare*' 
oderkürzer: „die Gleichun g (12) stellt die (drei- 
fach) unendliche Sohaar von N umschriebenen 
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Polvier Seiten des zu N^apolaren Kegelschnitts 

z 

47. Dieser letzte Satz möge zunächst durch einige Zu- 
sätze des Nähereu illustrirt werden. Er steht nemlich in 
engster Beziehung zu dem Hesse'schen Satze ^*^: 

jjZu zwei in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt conjugirten Punktepaaren gehört stets 
ein drittes, das mit jenen dieGegenecken eines 
vollständigen Vierseits bildet.^ 

Man wird auf die Existenz eines derartigen Satzes und 
ähnlicher durch eine Überlegung geführt, die uns noch öfters 
von Nutzen sein wird. 

Bezeichnet, wie oben, a a = die Bedingung für ein 

in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt a = conjugirtes 

Punktepaar, so wird durch zwei solche beliebig angenommene 
Paare mindestens noch ein weiteres bestimmt, wenn eine 
Relation von der Form 

(13) k, a a -f- fc^ a a -+■ K a =0 

statt hat, wo die k Constante und (x^^ y^ (x^ y^ die beiden 

gegebeneu Paare sind, und zwar muss dieselbe, wenn ein 
drittes Punktepaar durch die beiden ersten allein, unabhängig 
von dem gewählten Kegelschnitt, bestimmt sein soll, in Bezug 
auf die a,. i d e n t i s c h erfüllt sein. 

In der That verschwindet ja das dritte Glied der Relation 
(13), sobald dies die beiden ersten thun, und zur Bestimmung 
der 6 Unbekannten (der Coordinaten der Punkte (x^ Q/^) nebst 

den Verhältnissen der k) sind die erforderlichen sechs Gleich- 
ungen vorhanden. 

Zu dem Satze selbst und seinem Beweise gelangt man 
sogleich durch Einführung des ApolaritätsbegrifFes mit Be- 
nützung der einfachen Entwicklungen der beiden vorigen 
Hummern, 
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Denn die beiden beliebig angenommenen Punktepaare be- 
stimmen ein Vierseit; dem man eine Schaar von Klassenkegel- 
schnitten einbeschreiben kann. Unter ihnen befindet sich 
immer einer und nur einer, der gemäss der Bedingung (2) 
auf irgend einem beliebig, aber fest angenommenen (Ord- 
nungs) Kegelschnitte ruht, woraus, wenn man diesen Klassen- 
kegelschnitt zum Normkegelschnitt N^ macht, der letzte Satz 

der vorigen Nummer und damit der Hesse'sche Satz folgt, 
da ja die Lage des letzteren Kegelschnitts von der des Vierseits 
ganz unabiiängig ist. 

Umgekehrt führt aber wieder der (auf irgend eine andere 
Art jetzt als bewiesen anzunehmende) Hesse'sche Satz auf den 
letzten Satz der vorigen Nummer. 

Denn sollen schon durch e i n irgendwie gegebenes con- 
jugirtes Funktepaar weitere bestimmt sein, sodass sich die 
Identität (13) auf die Form 

(14) a a 4- k a a =0 

reducirt, so muss zwischen den Coefficienten a^^ irgend eine 

lineare Relation herrschen. Denn nur dann reduciren sich die 
sechs in dieser Identität enthaltenen Gleichungen ailf fünf, die 
erforderlich sind, um die fünf jetzt vorhandenen Unbekannten 
(die Coordinaten der Punkte (x^) {y^ nebst k) zu berechnen. 

Eine solche lineare Relation (2) sagt aber aus, dass der 
Kegelschnitt a* = zu einem andern w^ z= apolar ist, wo- 
raus, wenn man den letzteren zum Normkegelschnitt N^ macht, 

der gewünschte Satz folgt. 

48. An den Satz der Nummer 46 knüpft sich nun eine 
ganze Reihe von Beziehungen, die in einzelnen Sätzen fest- 
gelegt werden sollen. 

Zunächst spricht er sich, da der Normkegelschnitt N^, 

abgesehen von der ihm auferlegten Apolaritätsbedingung ganz 
beliebig ist, auch so aus : 
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a) ^Wenn ein Kegelschnitt /"einen andern 
cp trägt, 80 giebt es (dreifach) unendlich viele 
dem letzteren umschriebene Polvierseite des 
ersteren (und reciprok (dreifach) unendlich viele 
dem ersteren einbeschriebene Polvierecke des 
letzteren).* 

ß) jjUnter diesen Vierseiten.(Vierecken) giebt 
es speciell eine (einfach) unendliche Schaar von 
solchen^ für die eine Seite (Ecke) unbestimmt 
wird. Dies sind (cf. No. 45, 50) die Hesse'schen 
Poldreiseite (Poldreiecke).* 

y) j^Ist irgend ein Punktepaar (a?, y) conj ugirt 
in Bezug auf den Kegelschnitt f *), so sind es 
auch die beiden andern Paare (x^ y^ (x^ y^ die 

mit dem ersten die drei Paare Gegenecken eines 
Tangenten vierseits des Kegelschnitts cp bilden.* 

Setzt man in der Gleichung des Kegelschnitts (1) a =0 

mit Benützung der Bezeichnungen (8) (10) a = ß = X, so ge- 
langt man zur Gleichung für die Schnittpunkte desselben mit 
dem Norrakegelschnitt (N^ = N^) (d. h. genauer zur Gleichung 

der Argumente derselben auf N^: 

(15) aj^EEa^7^a^H-4aj^XH-6a^X ^^a^\ -^ a^\ =±0 

Dies geht aus 

(12) a, = 

durch Gleichsetzen aller vier Argumente a, ß, y, 6 : = X hervor. 
Dann ist aber nach Früherem jedes der Gleichung (12) 
genügende Quadrupel {s^ zum Quadrupel (15) apolar und um- 
gekehrt stellt (12) alle zu (15) apolaren Quadrupel dar. Man 
hat daher : 



*) Von jetzt ab möge, falls es nicht besonders wünschenswerth er- 
scheint, die dualistische Hälfte der Sätze unterdrückt werden. 
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6) ^Die den <p umschriebeneu Pol viersei teu 
von f (auf 9) zugehörigen (Argumenten-) Qua- 
drupel sind sämmtlich apolar zumSchuittpunkt- 
quadrupel beider Kegelschnitte (d. h. zum Qua- 
drupel ihrer Argumente auf <p). Umgekehrt sind 
alle zu dem letzteren Quadrupel apolaren die (Ar- 
gumenten-) Quadrupel jener Tangente nvierseite 
von 9" oder mit der früher eingeführten (Rosanes'- 
schen) Bezeichnung: 

jjDie zum Schnittpunktquadrupel (/<p) (auf q> 
betrachtet) conjugirte Gruppe bildet (vermöge 
der ihr zugehörigen Tangenten von cp) die 
sämmtlichen <p umschriebenen Polvierseite von f^. 

Um auszudrücken^ dass auch umgekehrt die Gleichung 
(12) durch (15) eindeutig bestimmt ist, sprechen wir den ein- 
fachen, aber öfters als Hilfssatz dienenden Satz aus: 

e) ,,U nter dem Kegelschnittbüschel, das seine 
Grundpunkte (15) auf cp liegen hat, befindet 
sich ein und nur ein Kegelschnitt, der 9 trägt. 
Von diesem gelten dann die Sätze (a)(ß)(T)(S)". 

Die Form (15) kann auch nach Nr. 26 ersetzt werden durch 
die ganze ihr conjugirte Gruppe, die von der Form ist 

(16) X, 9^(X) -h jc, ^,(X) -h X3 <P3(X) + x^ ?,(X) = 

Diese ist sehr leicht vermöge der Wurzeln von (15) darzu- 
stellen. 

Denn da, wenn (X — X^) ein Faktor von a^, die Form 

4 
(X — Xj) zu a. apolar ist (nach dem Rosanes'schen Fundamental- 
satz), so geht (16), wenn die Wurzeln von (15) mit X^, X^, X^, X^ 
bezeichnet werden, sofort über in die andere Form 

(17) V, (X-X,)* -h V, (X-XJ* + V, (X-X3)* 4- v,(X-Xj' = 0. 

Umgekehrt kann man stets von vier ganz beliebigen bi- 
quadratischen Formen ^^(X), 9,(X), ^Ji}), 9^(X) ausgehen, dann 
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ist immer eine Form (12) a^ resp. (15) a. bestimmt und zwar 

ergiebt sich aus dem Verfahren des §. 3 ohne Weiteres , dass 
die Coefficienten a den respectiven vierreih igen Determinanten 
des Coefficientensystems der ^^(X) proportional sind. Geome 

trisch heisst dies für uns jetzt: 

Q „Irgend vier einem Kegelschnitt cp umschrie- 
bene Vierseite bestimmen einen zu cp apolaron 
Kegelschnitt f {der dann aus cp das zu jenen vier 
Quadrupeln apolare ausschneidet und), dessen Pol- 
vierseite sie sind.* 

Da nach Satz (e) durch eine biquadratische Form (15) 
a. auf cp ein einziger zu 9 apolarer Kegelschnitt f bestimmt ist, 

mithin ein einziges Quadrupel auf (p, dessen Tangenten zu- 
gleic Tangenten von /"sind, dessen Lage also von der Para- 
metervertheilung auf 9 ganz unabhängig ist, so ist dies eine 
Covariante vierten Grades von a. d. h. da es nur eine solche 

giebt, deren Hesse'sche Form H, 

Man .überzeugt sich auch direkt durch leichte Rechnung 
davon. Denn man erhält das gesuchte gemeinsame Tangenten- 
quadrupel (f(f) d. h. seine Argumente auf <p, wenn man 9 als 
Nonnkegelschnitt N^ wählt, durch Combination der Parameter- 
gleichung fUr N^(§, 12): 

2 
(18) TWg = 1, TOj = — X, w^ = X 

mit der Klassengleichung von f, die bekanntlich lautet (mit 
Rücksicht auf (8)) : 

ü a <i u ^ 

ro j 2 0, 

„ o ;a, o, a, M,i 
(19) «A = ' ' * ' '1=0 

|«2 «s \ % 
also durch die Gleichung: 



02 
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(20)0= i"' "« "«-^ 
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XX 1 

deren rechte Seite bekanntlich H ist ^\ 

7j) ^Das gemeinBame Tangentenquadrupel zweier 
apolaren Kegelschnitte f, cp ist auf 9 durch die 
Hessens che Form des gemeinsamen Punktquadru- 
pels derselben (auff betrachtet) dargestellt (und 
reciprok das gemeinsame Punktquadrupel auf/* 
durch die Hesse'sche Form des gemeinsamen 
Tangentenquadrupels (auf /* gerechnet)).* 

Daraus ist umgekehrt sofort ersichtlich (Nr. 40) wie es stets 
zwei binäre biquadratische Formen giebt , die eine andere ge- 
gebene solche Form zur Hesse'schen Covariante haben , denn 
unter der Schaar von Kegelschnitten, die mit <p vier feste 
Tangenten gemein haben, giebt es zwei, die 9 tragen , und die 
man vermöge Einsetzung der Bedingung (2) resp. (4) in die 
Gleichung der Schaar (in Punktcoordinaten) erhält. 

49. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satze, der zeigt, 
wie die Bedingung der Apolarität zweier binärer biquadra- 
tischer Formen (von der Gestalt (15)): 

(21) a{, bl 

d. i. (22) (oft)* =r 
sich unmittelbar in die ternäre Apolaritätsbedingung zweier 
den Formen (21) entsprechender Kegelschnitte verwandelt. ^ 

Wir gelangen dazu, wenn wir ausser dem bisher be- 
trachteten Kegelschnitt f (unter der Bedingung (8)) 

(23) al = 
der den Normkegelschnitt N trägt und aus ihm als N das 
Funktquadrupel 
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. (23) aj = 

ausschneidet; noch den Klassenkegelschnitt O : 

(24) ttp« = 

ins Auge fassen^ der auf dem Normkegelschnitt N^ ruht und 

mit ihm (als N^) das Tangenten quadrupel 

(24)' ftjj = 

gemein hat. 

Die erste dem Kegelschnitt O auferlegte Bedingung lautet 
nach (6) : 

(25) 4 ß^ = ß„ 
d. h. es hat O die Form : 

oder, wenn wir analog den Gleichungen (8) 

(25) ß„ = ß,^, 
setzen, die andere : 

(26)«'._ :ß,«J+2ß, u„«. 4- 2 ß^(«,M,+ 2 w];)4-2ß,«.«,+ ßX 

Um das mit N^ gemeinsame Tangentenquadrupel zu er- 
halten, combiniren wir (26) mit 

(27) TWj = 1, TOj = — X, TW^ = X , 

und finden für das gesuchte Quadrupel (auf N^) : 

(28)ßJ--.ß^X*-2ß,X* + 6ß,X*-2ß3X + ß, = 

Soll nun nach der zweiten Bedingung für O ß^ identisch 

mit (24) b-j^ sein, so bestimmen sich die Coefficienten ß aus den 

b in folgender Art: 

(29) Tß, = b^, Tß, = - 2 i,, xß, = 6„ Tß, = - 2 b„ xß, = 6,, 

80 dass sich die Originalbedingnng für die beiden binären For- 
men a. , b^ jetzt so schreibt : 
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(22) {ah-f = a„ ß„ + 2 a, ß, + 6 a, ß, + 2 a^ß, + aj, = 0. 

Andrerseits ist dies aber die ApolaritätsbediDgung für die 
beiden Kegelschnitte /*, O wegen der Bedingungen 
(8) (25) a,, =. a, , ,, ß,, = ß, ,. 

Damit ist der oben angedeutete Satz in folgender Weise 
gewonnen : 

ij) ^Wenn ein Kegelschnitt K einen Kegel- 
schnitt <^ stützt und zugleich auf einem andern 
Kegelschnitt /"ruht, und sind ausserdem /"undO 
apolar zu einander, so sind auch die beiden 
Quadrupel auf JT, die den Schnittpunkten mit f 
resp. den Tangenten mit <^ zugehören, apolarund 
umgekehrt,^ oder in anderer Fassung: • 

lg) 3jSind aufÄ^irgend zwei Quadrupel gegeben, 

s g e h t (cf. ^e*) durch das eine Quadrupel ein ein- 
ziger Kegelschnitt /, der JST stützt, und die Tan- 
genten des andern Quadrupels sind zugleich Tan- 
genten eines einzigen Kegelschnitts <I>, der auf 
K ruht.« 

^Sind dann die beiden Quadrupel apolar, so 
auch die K e g e 1 s c h n i 1 1 e /*, O u n d u m g e k e h r t.* 

(Ebenso gehört reciprok zum ersten Quadrupel 
ein K egelschnitt <I>j, und zum zweiten ein anderer 

/^, für die dann dasselbe gilt.) 

Was aber von irgend einem zu aj apolaren Quadrupel 

6* gilt, gilt dann auch von der ganzen zu aj conjugirten 

Gruppe. Machen wir Gebrauch von der einfachen Abkürzung: 
^Zu einem Quadrupel auf einem Kegelschnitt gehört 
irgend ein Kegelschnitt f , wenn er durch die Punkte des 
Quadrupels geht, und gehört irgend ein Kegelschnitt O wenn er 
die Tangenten des Quadrupels zu Tangenten hat,* so können 
wir der gemeinten Erweiterung folgende, für uns wichtige, 
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Gestalt geben (in der der Satz, wie überhaupt alles, was dieser 
Abschnitt bis jetzt behandelt hat, worunter auch insbesondere 
der Satz rj, einer Verallgemeinerung auf Räume beliebig hoher 
Dimension fähig ist, die später zur Sprache kommen soll) : 

x) j, W enn ein Kegelschnitt f einen andern <p 
trägt, so gehört zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Schaar von Tangente nvierseiten von <p, 
die Polvierseite von /"sind, eine (dreifach unend- 
liche) Schaar von Kegelschnitten, die alle auf/* 
und gruben. 

Jedem Vierseit gehört ein solcher Kegel- 
schnitt zu und umgekehrt. Andrerseits ist diese 
Kegelschnittschaar auch die vollständige auf f 
und cpruhende Schaar. 

Reciprok gehört zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Schaar von Punkt Vierecken von /', die 
Polvierecke von cp sind, die (dreifach unend- 
liche) Schaar von Kegelschnitten, die f und 9 
stützen.* 

Eine weitere Verwerthung dieser Sätze (t) (x) wird bei 
der Theorie der Involution vierten Grades ihre Stelle finden. 

50. Wir gehen jetzt über zur näheren Erklärung des 
Satzes (ß), der den Zusammenhang der Hesse'schen Poldrei- 
seite mit unsern Polvierseiten betrifft. Die Hauptgleichung 
(12) a^ = für die N^ umschriebeneu Polvierseite von /'kann 

man auch, gemäss der allgemeinen Zerlegung (Nr. 21) in der 
Form schreiben : 

wie die a die homogenen symmetrischen Funktionen der drei 
Argumente X^ X^ Xg seien. (Wir schreiben jetzt bequemer 

Xj, Xj, X^, X^ anstatt der früheren a, ß, y, 5.) 

Im allgemeinen kann man von einem Tangentenvierseit 
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von Ng resp. (cp), das Polvierseit von fist, drei Tangenten be- 
liebig annehmen, dann ist die vierte eindeutig bestimmt^ wie 
(30) zeigt. 

Bilden aber die drei Geraden (X^ X^ XJ mit jeder 

andern Tangente von N^^ ein Polvierseit von /", so bilden sie 
bekanntlich ein Poldreieck von f. 

Da dann X^ unbe8tin)mt werden muss , so sind die 
(Hesse'scheu) N^ umschriebenen Poldreiecke von / dargestellt 
durch : 

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §. 5 die dritten 

Ueberschiebungen der ersten Differential qüotienten von a^ mit 

der variabeln cubischen Form (die das Poldreieck d. h. seine 
Seiten als Tangenten von N^ darstellt). Daher können wir 

mit Rücksicht auf die Darstellung conjugirter Gruppen (§. 4, 5) 
die Formel (31) so in Worte fassen : 

(ß') ^Die (einfach) unendlich vielen cp um- 
schriebenen Poldreiseite yonf, die in Folge der 
Apolaritätvon/^undf nach Hesse existiren, sind 
hinsichtlich ihrer Argumente auf ^ dargestellt 
durch die Involution dritten Grades, die conju- 
girt ist zur Involution der ersten Polaren der- 
jenigen biquadratischen Form, die die Schnitt- 
punkte (f ^) auf^ darstellt.* 

Diese Tangententripel auf 9 sind daqn selbst wieder die 
Polaren einer andern biquadratischeu Form a^, deren Punkt- 
quadrupel (nach Nr. 40 und (>j)) ein Kegelschnitt f zugehört, 
der 9 trägt und dieselben vier Tangenten wie f mit ihm 
gemein hat. 

Umgekehrt kann man (§. 17) anstatt von der Form a^ 
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reap. a-y^ von einer ganz beliebigen Involution dritten Grades 

auf 9 ausgehen. Denn zu ihr gehört eine ganz bestimmte 
biquadratische Form a^, deren Polareninvolqtion die gegebene 

ist (und deren Funktionaldeterminante die Hesse'sche Form 
von ay^ ist). 

Dies liefert den (bekannten) '^) Satz, der hier als Spezialfall 
von (Q auftritt: 

^') ^Irgend zwei einem Kegelschnitt 9 um- 
schriebene Dreiseite sind Poldreiseite eines be- 
stimmten zweitencp stützenden Kegelschnitts f. 
Dann giebt es eine ganze (einfach unendliche) 
Schaar (Involution) von solchen^ umschriebenen 
Poldreiseiten vonf,^ 

51. Die Vergleichung dieses Satzes mit dem andern 
gleichfalls bekannten : 

X) ^Durch die Ecken zweier einem Kegel- 
schnitt 9 umschriebenen Dreiseite geht ein ganz 
bestimmter zweiter Kegelschnitt H. Dann giebt 
es eine ganze (einfach unendliche) Schaar (In- 
volution) von 9 umschriebenen Dreiseiten, deren 
Ecken aufH liegen.* 

wird den Ausgangspunkt einer ausgedehnten Theorie bilden, 
deren erste Elemente hier bei der Theorie der biquadratischen 
binären Form auftreten. 

Sehen wir zunächst, wie dieser Satz (X) aus der Betrach- 
tung der Form 

(12) o. = 

fliesst. Diese konnte durch die beiden Gleichungen 

(31) ^, = 0, ^, = 

ersetzt werden, denn umgekehrt lässt sich aus diesen wieder 
a zusammensetzen. Die Gleichungen (31) lassen sich, wenn 

man auf sie den Prozess, durch den a = in die Form 

W. Fr. Meyer, Apolaritüt. "^ 
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(30) Ä^ + X^Ä^ = 
überging, noch einmal anwendet, auch so schreiben : 

(wo die T ans den y.wei Argumenten X X, gebildet sind), die 
durch Elimination von X in die eine Gleichung Übergehen : 

(33) 1^" ^'f ^H? = 0. 

Dann stellt jedes Werthsystem X^ X^ (d. h. x^), das dieser Glei- 
chung H ^ genügt; zugleich ein solches dar^ das auch die 
Gleichungen (31) befriedigt. 

Damit ist mit Rücksicht auf die Bemerkung, die dem 
Satze (^') voranging, der Satz (X) bewiesen und zugleich in 
Beziehung zum Satze (^') gesetzt, die sich so formulirt : 

X') ^Der Kegelschnitt H; der nach Satz (X) durch 
die Ecken der nach Satz (Q cp umschriebenen 
Poldreiseite vouf geht (wo/'und cp apolar sind) 
ist durch (33) dargestellt." 

Und da für X^ = X^ = X die linke Seite von (33) in die 

Hesse Wie Form // von (15) aj[ übergeht, andrerseits aber 

dieser Process das Quadrupel der Schnittpunkte des Kegel- 
schnitts H mit dem Normkegelschnitt liefert, so resultirt daraus 
mit Benützung des Satzes rj der weitere Satz : 

|i) ^Trägt ein Kegelschnitt f einen andern 9, 
so geht durch die auf 9 liegenden Berührungs- 
punkte der gemeinsamen Tangenten von f und ^ 
derjenige Kegelschnitt H, dem alle cp umschrie- 
benen Poldreiseite von f einbeschrieben sind." 

Gehen wir, um die Natur der Gleichung (33) besser zu 
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erkennen, von einer beliebigen Involution dritten Grades 
^X + *yx (was nach dem Früheren erlaubt ist) aus ; wo 

(34) K^^o^'-^x^' + ^,X-:.3 = 

deren Wurzelsysteme dargestellt sind durch (cf. §. 3) 
\ -" % ^0 + «*i ^1 + u^ 5, + W3 53 = 

^ "= ^0 ^0 + ^1 ^1 + ^2 ^2 + ^8 ^a = 
wo die X, y mit den u, v durch die Eelationen verknüpft sind : 

(36) {xy\^ = (uv\^ (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) oder j?^ = q^, 

so erscheint H^. jetzt in der Form (in der wir es als H' be- 
zeichnen): 

(37) H' - i"** *" + "»*' + "« *«' "' *o + "« «1 + «s ^ 

Soll daher irgend ein Kegelschnitt 

(38) **-*«,a: + 2A,.a,a, + ... 
in die Forgi (37) gebracht werden können, so ergiebt sich 
durch Proportionalsetzen der Coefficienten und Anwendung 
der zwischen den q geltenden Relation . 

(39) ^01 «23 + %2 «31 + «03 «12 = ^ 

für die k die Bedingung ^5) : 

(40) *„o K, - 4 K, Je,, + K^ (2 h^ + kj = 0. 

Man kann daher auch so sagen : 

v) jjKann man die Coefficienten eines Kegel- 
schnitts (38) als Liniencoordinaten auffassen; 
in der Weise, dass man setzen darf: 

(41) (^ *~ ^ ^'''' ^^ ^'' ~ ^''' ^*>^ ~^''' 

\P *22 = i^23^ 2p k^^ = p^^, p (2*^, + k^;) = p^^, 

Bo giebt es ein (und damit unendlich viele) Drei- 

7* 
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ecke, die dem Norrakegelschnitt NgUm- und dem 
Kegelschnitt (38) einbeschrieben sind. ^ 

Daher gehen durch ein gegebenes Punktquadrupel H 
auf N^^ zwei solcher Kegelschnitte ; die respectiven Dreiecke 

sind Poldreiecke von zwei andern Kegelschnitten, die N^ 

stützen und N^ in den resp. Quadrupeln a^, d-^ treflFen, deren 
Hesse'sche Form beidemal ffist (cf. (|i)). 

Wir kommen auf die Relation (40) noch einmal zurück 
bei der Betrachtung der biquadratischen Form auf den cubi- 
schen Raum- (Norm-)Curven , und werden dort sehen , dass 
unter der Schaar linearer Complexe (cf» Nr. 43), die dieselben 
vier Tangenten {IT) der Curve gemein haben , die beiden 
Complexe (40) die der Schaar angehörigen speziellen sind. 

In der That ist der Kegelschnitt H^ durch die Involution 

(34) auf Ng gerade so bestimmt, wie die Gerade (die Axe des 

speziellen linearen Complexes) durch dieselbe Involution auf 
N3 (cf. Nr. 36). 

§. 18. 
Die canonlsche Form der Eegelsclmitte F und H. 

52. Wir gelangen jetzt zur Theorie der canonischen 
Formen der beiden mit einem Grundkegelschnitt cp in der an- 
gegebenen Weise verknüpften Kegelschnitte f und H und 
werden dabei erkennen, was wieder als Ausgangspunkt viel 
ausgedehnterer Untersuchungen erscheinen wird, dass die ge- 
wöhnliche auf unsere Sätze der vorigen Nummern bezüg- 
liche canonische Form jener Kegelschnitte geradezu 
identisch ist mit der gewöhnlichen canonischen Form einer 
biquadratischen binären Form (und zwar unserer Grund- 
form ay) resp. ihrer dadurch bestimmten Hesse'schen. 

Zu diesem Zwecke leiten wir vorerst zwei Hauptformeln 
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ab, die für das Folgende (dieses Abschnitts) genügen werden. 
Diese entspringen der Frage : 

jjWelche Form nimmt die Gleichung der Kegel- 
schnitte f {a^ und H (H^y) an, wenn die Grundform 

a* als Summe von vierten Potenzen auftritt?* 

I. Die Gleichung des ersten Kegelschnitts war : 
(41) a\ — o^ (a^ a^ ^ a^o^+ a, a^) + a, (a^ a^ + a^ a^ 

+ % ^2) + ^2 (S ^0 + ö« ^1 + Ö4 ^2) = 
wo die Klammerfaktoren aus den zweiten Differentialquo- 
tienten von ax durch Polarisation nach X^, X^ entstehen. 

Ist nun 

(42) «x - Sv, (X + a/ - /•. 

1 

so werden die zweiten Differentialquotienten (durch die Zahl 
12 dividirt gedacht): 

(43) /•„ :- Sv, (X 4- «,)* /•,, - Sv, a, (X + a,)» 

i i 

f^^r: Sv,«»(X + a/, 
mithin wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 

(44) A, - a^ + ^i «i + <'o «! 
die Forma* (41) jetzt nacheinander folgende: 

(45) a\ i_= a, S(v, A,) + o, S (v, a. A,) + o, S(v, aj A^) 

- Sv, A, (o, + a, a, + a, af) - Sv. A\. 



< 
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II. Die Gleichung des zweiten Kegelschnitts war : 
'(X CT -<- a o -4— a o . a G -4- et« er, + 

/An\ tt2 ^0 ^^ ^1 ^1 n- Wj «2^ **1 ^0 T^ ^2 ^1 ^^ 

(46) H^ :r^ I . . , 

"^ «i^o + S^i + ^8^2^ «2^0 + «3^1 + 

also nach der Entwicklung von I : 

,S (V. A.), S (V. a. A,); 

C471 H*- '' * ' 

(*g u,:_.,2 S(v.a A^' 
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oder nach leichter Rechnung : 

(48) HJ = S S (V, V, A, A, (a, - a,)*. 

53. Wenden wir diese Ergebnisse auf die N^ (cp) um- 
schriebenen Polvierseite und Poldreiseite von f an. 

Benützen wir den schon öfters herangezogenen Hülfssatz : 
jjSind die Formen of^ und h\ apolar ; und seien ihre 
Wurzeln resp. «j, ß^ (i = 1, . . 4), so ist sowohl (und nur 
dann) 

a^ in der Form 2! a^ (X — a^) als 



1-^4 



h{ in der Form S 6^ (X— ß,)* 

darstellbar* oder in anderer Fassung : 

^SoU a-^ in der Form S a. (X — a^) darstellbar sein, so 

müssen die a^ der Gleichung a = genügen und umg.* 
so können wir sagen : 

Oj) jjDer den Normkegelschnitt stützende 
und aus ihm das Quadrupel a\ ausschneidende 
y Kegelschnitt/^istimmerinderForm 

^ (45)' a\ - |S V. A| - '£ V. (o, 4- a, «. + a„ af)* 

darstellbar, wo die a^, irgend ein Werthquadrupel 
der Nj umschriebenen Polvierseite von f dar- 
stellen.* 

Oder, da die A, = gesetzt, die Geraden dieses Polvier- 

seits selber vorstellen : 

Oj) ^Der einen Kegelschnitt <p stützende Kegel- 
schnitt f nimmt, auf irgend eines seiner cp um- 
schriebenen Polvierseite bezogen, die Form 
(45)' an.« 
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Umgekehrt kann man von irgend einem der sechsfach un- 
endlich vielen Polvierseite eines beliebigen Kegelschnitts / 
ausgehen ; durch dieses ist f eindeutig bestimmt und damit 
die Gleichung (45)'. 

Nun ist aber bekanntlich irgend ein Kegelschnitt f, auf 
eines seiner Polvierseite y^ = 0, . . . y^ = bezogen, stets in 

die Form zu bringen: 

(49) Sn,y* = 0. 

Man gelangt daher, von dieser Form rückwärts aus- 
gehend, falls man cp zum Normkegelschnitt macht, wieder zur 

Form a^. 

Entsprechend geht der zweite Kegelschnitt H, bezogen 
auf die Polvierseite von f, in die Form über : 

(48)' 'f S\v. V, A. A, (a,-«/) 

i — 1 k:=-l 

Diese Form wird erst von Interesse, wenn wir, wie 
gleich geschehen wird, als specielle Polvierseite von f A\q Pol- 
dreiseite in's Auge fassen. 

54. Bleiben von den Grössen a^, aus deren vierten Po- 
tenzen sich ax linear zusammensetzt, drei fest, während die 

vierte unbestimmt wird, so kann man die letztere gleich 
der Variabeln X nehmen und erhält dann : 

(50) a{ ~. %' a^iX-a,)\ 

i-1 

Diese Tripel a^ erfüllen dann nach Nr. 50 die Relationen 

(31) ^^ = 0, ^, = 

d. h. sie sind die Tripel der N^ umschriebenen Poldreiseite 
von f. 

Dann nehmen, auf ein solches Dreiseit bezogen , die 
Kegelschnitte f, H die Formen an : 
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(51) 



f-al~ 'l' V, Af - j' V, (o, 4- a, a, + a, a*)* = 



2 / , \2 /_ ^ n2 

i /y ft 1 



H^H^^v,v,V3A,A,A3 



\K ^1^1 ^2A;2 



woraus die geometrische Eigenschaft des zweiten Kegelschnitts, 
den Ng umschriebenen Poldreiseiten von /^umschrieben zu sein, 

in die Augen springt. 

Damit ist aber wieder die Umkehrung des ganzen Ver- 
fahrens in folgender Weise ermöglicht. 

7c) I. Zwei Kegelschnitte cp und /"mögen in der Beziehung 
stehen , dass es ein (p umschriebenes Poldreiseit von f giebt. 
Dann ist die Gleichung von /", wenn y^ = 0, y^ = 0, y^ = 

die Seiten des Dreiseits sind, immer in die Form zu bringen: 

(52) /• - n, y? + |i, y* + |i» y| = 0. 

(Ist Cp mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (52) bei varia- 
beln (1 die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte /' dar.) 

Ist dann auf cp ein Parameter ausgebreitet und seien 
a^j a^, a^ die Argumente der Seiten des Dreiseits (oder, wenn 

man will, ihrer Berührungspunkte auf 9), so trifft f den 
Kegelschnitt cp in den Punkten 

(53) a{ -. |if (X — a^)* + |a JX — a^^)* + {a^ (X — cl^. 

Des Weiteren stützt/* den Kegelschnitt (p, und zwar 
ergiebt a = *) die Argumente der Quadrupel der 

9 umschriebenen Polvierseite von f\ -4^ = 0, J.^ = 

die der Tripel der 9 umschriebenen Poldreiseite 
von /* etc. etc. 



*) Und zwar nimmt a^ dann, wenn wir mit Aj(a) (51) bezeichnen, 
dass Aj in den a geschrieben ist, die einfache Eorm an: 

a, '■:^ S V, A,(a) A,(t) = 

WO die a aus X^ X^ die t aus X^^ X^, und die (links stehenden) s aus 
^1 ^2 ^3 ^4 gebildet sind. 
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7c) II. Zwei Kegelschnitte 9 und H mögen in der Be- 
ziehung stehen, dass es ein (p um- und /'einbeschriebenes Dreieck 
giebt. Dann läset sich, wenn 0^ =0, ^^ = 0, ^r^ = die Seiten 

des Dreiecks sind, /"immer in die Form bringen: 

f t r 

{1 |Ji (1 
(54) -i+ *+ » = 0. 

ß SS s 

(Ist q) mit dem Dreiseit gegeben , so stellt (54) bei vari- 
abeln [i' die ganze Schaar der zugehörigen Kegelschnitte 

H dar.) 

Sind ßg die Argumente der drei Seiten ^^ (als Tangenten 

von 9) so trifft H den Kegelschnitt 9 in den 

Punkten: 

t / f 

. V-^ |i^ ji^ 

(55) A; l_- ^^-f p^, + ^^£p-^, -H ^^p-^^, = 0. 

Das Dreiseit ist dann zugleich Poldreiseit eines 
zweiten Kegelschnitts f: 

wo die M mit den |x' durch die Relationen ver- 
knüpft sind: 

(57) ptt^ = _^- . 

Dann lässt sich wieder derSatzL anwenden, 
undzwarsind dann alle Poldreiseite von /*, die<p 
umschrieben sind, zugleich H einbeschrieben 

etc. etc. 

Damit ist denn in der That die gegenseitige Zurück- 
führbarkeit der canonischen Formen der Kegelschnitte (52) 
(54) auf die bezüglichen der biquadratischen Form (50) und 
ihrer Hesse'schen (55) und umg. dargethan. 

55. Daran schliesst sich nun unmittelbar die Bedeutung 

der Invariante j der biquadratischen Form af . Denn diese In- 
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Variante verschwindet bekanntlich , wenn es möglich sein soll, 
a. als Summe von zwei vierten Potenzen darzustellen. 

DilBS geht in der That aus der Zusammensetzung der Form 
a^ sofort hervor. Denn soll es ein Werthepaar c^^^v.^i'^^ geben, 
das mit jedem Werthepaar X^, X^ (a^) ein «^ = befriedigendes 
Quadrupel ergiebt, so müssen in der Gleichung 

+ '^2 K ^0 + «3 5^ + a^ S^) = 

die drei Klammerfaktoren verschwinden, was (flir ein be- 
stimmtes Werthepaar) unter der Bedingung 

(58) j = a^ a^ a^, = stattfindet. 

(i d (i \ 
2 a 4. 

Dann bilden a^, a^ auch mit jedem Werthe X ein den 

Gleichungen 

(31) Ä^=0, Ä^ = 

genügendes Tripel, so dass es erlaubt ist, in der Form (50) 

(50) a^-Saj(X-a/ 

a^ gleich X zu- nehmen, wodurch sich die erste Seite redu- 
cirt auf: 

(59) a^ (X-a/ + a, (X~a,)* - a^ 

p) j^Dann zerfällt, wie aus (51) ersichtlich, der Kegel- 
schnitt / in die beiden Geraden 

(60) Ya^ A^ + /a, A^ = 0, /a, A^ - ^a, ^, = 

sowie der Kegelschnitt H in die beiden andern 

(61)A^ = 0, A, = 0«- 

Das erstere geht auch daraus sofort hervor, dass j mit der 

Determinante des Kegelschnitts a^ identisch ist. 

Andrerseits sind dann die vier Wurzelwerthe von «? har- 
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monisch zu einander; etwa (X^ X^) zu (X^ XJ. Dies geht auch 

aus (60) mit Hülfe des Fundaraentalsatzes der Nro. 31 hervor. 
Denn aus ihm leuchtet ein, dass die Geraden (60) in Bezug 
auf den Kegelschnitt N^ (9) conjugirt sind, d. h. dass ihre 

Schnittpunktepaare mit demselben zu einander harmonisch 
liegen; zugleich aber auch, dass das zu den beiden Ge- 
raden harmonische Tangentenpaar (61) den zwei Argumenten 
(a^ ttjj) zugehört; das sowohl zu X^ X^ als zu X^ X^ harmo- 
nisch ist. 

Aus (61) ist auch das bekannte Eesultat abzulesen, dass 

wenn die Invariante j der Form at verschwindet, die Hesse- 
sche Form H von a* zwei doppcltzählende Wurzeln besitzt. 

Die angegebene Bedeutung des Verschwindens von j für 
den Kegelschnitt f wird auch weiterhin vielfache Verwendung 
finden. 

56. Die Bedeutung der Hesse'schen Form H von at ist im 

Obigen schon nach mehreren Seiten hin untersucht worden. 
Wir heben noch eine hervor, die unmittelbar aus (33) folgt und 
im Satze (ji) schon implicite steckt: 

a^) jjUnter den sämmtlichen einem Kegelschnitt 

9 umschriebenen Poldreiseiten eines andern © 
stützenden Kegelschnitts f befinden sich vier 
sp ecielle von der Art, dass zwei der drei Seiten 
coincidirt sind. 

Diese doppelt zählenden Geraden sind die 
gemeinsamen Tangenten von /'und <p.^ 

Da aber der Process, durch den HausH^ (33) entsteht, auch 

80 aufzufassen ist, dass man aus den beiden Gleichungen 

X* (a^ ^ -[- aj + 2 X (a^ [i + a^) 4. (a^ |i + a^) = 

X' (a^ |x + ajj) 4- 2 X (a^ |i + a^) + (aj |i + aj =r 
|jL eliminirt; so ergeben sich andrerseits die vier Geraden (Tan- 



(62) 
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genten von N^ (9)), die mit den (doppelt zählenden) Geraden // 

die vier ausgezeichneten Poldreiseite von /* liefern; durch Eli- 
mination von X aus (62). 

Dies liefert daher eine andere Covariante vierten Grades, 

■ 

die dann bekanntlich immer von der Form /* + 7c JT sein muss. 
Durch Ausrechnung ergiebt sich leicht , dass diese neue 
Covariante folgende ist 

(63)F~ 2 jt - 3iJ? = 0. 

Aus der Eigenschaft der Kegelschnitte /", H folgt dann 
sofort : 

Og) „Die Berührungspunkte der den apolaren 

Kegels chnitten/*;cp gemeinsamen Tangenten auf 
fsind die einzigen Punkte auff; deren Polaren 
inBezug auf/* wieder Tangentenvon^ sind. Die 
letzteren sind durch die Gleichung (63) P = g e- 
geben. Der Kegelschnitt H (der durch die Be- 
rührungspunkte der gemeinsamen Tangenten/; f 
auf 9 geht) berührt die vier Tangenten P = Oin 
ihren Schnittpunkten mit jenen gemeinsamen 
Tangenten Yonf und cp.* 

57. Die Bedeutung der Covariante sechsten Grades 



(64) e = 



H Hj 
1 2 



wird sich in ihrem vollen Umfange erst in der Theorie der 
Involutionen vierter Ordnung übersehen lassen, indem ja 
alle Eigenschaften der Funktionaldeterminante einer solchen 
Involution sich für 6 specialisiren lassen. 

Hier mögen nur die beiden zunächst liegenden Eigen- 
schaften von 6 Platz finden. 

Theilt man die Wurzeln von aj (und dies ist auf dreifache 

Weise möglich) in zwei Paare, so giebt es drei Werthepaare, 
von denen jedes zu zwei solchen Paaren zugleich harmonisch 
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ist: dies sind bekanntlich die drei Wurzelpaare von 6=0 
d. h. hier (rait Hülfe des Satzes der pg. 106) 

tj ^Die Ecken des den Kegelschnitten des 

Büschels, die auf einem gegebenen (cp) das Qua- 
drupel a* ausschneiden, gemeinsamen Polardrei- 
ecks sind durch 6 = dargestellt.* 

Legt man einem dieser drei Wurzelpaare die Argumente 

0, 00 bei, so verschwinden in aj die Coefficienten a^, a^, und 
die Gleichung a = (30) wird daher für diese canonische 
Form von at : 

X 

(65) a^ - (a^ a, + a^ a^) + \ {a^ o, + a^ a^) = 0. 

Daraus folgt aber sofort , dass sowohl der Werth 0, drei- 
fach gezählt, mit dem Werthe oo , als umgekehrt der Werth oo, 
dreifach gezählt, mit dem Werthe 0, je ein der Gleichung 
a = genügendes Quadrupel bilden. Daher können wir auch 

so sagen : 

Tg) jjDie drei den Würzelpaaren von 6 zuge- 
hörigen Tangentenpaare auf cp haben dieEigen- 
schaft, dass jedes von ihnen (indem man je eine 
der Tangenten des Paares dreifach rechnet) ein 
Paar yon Polvierseiten des zu cp apolaren Kegel- 
schnitts fdarstellt.*^ 

Diese Eigenschaft kommt aber thatsächlich, wie leicht zu 
sehen, wieder auf die des vorigen Satzes zurück, dass das 
Dreieck der drei Punkte (Wurzelpaare) 6 = sowohl Polar- 
dreieck von 9 als von f ist. 

58. Das Verschwinden der Invariante i, da dann a. zu 

sich selbst apolar ist, hat wegen der sonst bekannten Eigen- 
schaft den Satz zur Folge (cf. pg. 70, 80 und Nro. 83) : 

<p) „Trägt ein Kegelschnitt/* einen anderncp, 
so bilden die Tangenten an cp in den Schnitt- 
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puukten beider nur dann ein Polvierseit von f^ 
wenn das Schnittpunkt quadrupel ein aequian- 
harmonisches ist und umgekehrt." ^^Ausserdem 
sind alle qp umschriebenen Poldreiseite von f 
apolar zu einander." 

Dies seien die Sätze über die Darstellung der biquadrati- 
schen Form auf einem Kegelschnitt, deren manche schon be- 
kannt sind und die wir nur einer gewissen Vollständigkeit 
wegen zusammengestellt haben, um auf sie bei den späteren 
schwierigeren Untersuchungen als auf den einfachsten Typus 
zurückgreifen zu können. 

§.19. 

Die Darstellung der biquadratischen binären Form auf der 

cubischen Normcurve. 

59. Das Folgende bildet eine erste Ergänzung und Weiter- 
führung der Theorie der cubischen Normcurven (§. 12 ff.), 
speciell der Theorie des linearen Complexes a^ = 0, soweit es 

mit Benützung der Methoden des §. 17 möglich ist. 

Die damals (pg. 79) abgeleitete Fundamentaleigenschaft 
dieses Complexes möge hier kurz recapitulirt werden. 

a) jjDerlineareComplexa =Owirdgebildet 

von den Treffgeradenpaaren der Tangentenqua- 
drupel der cubischen Curve, deren Argumente 
die Gleichunga = befriedigen oder, was das- 

selbeist, die zu a^ conjugirte Gruppe bilden.^ 

^Speciell enthält er die Congruenz, deren 
Directricen die beiden Treffgeraden des Tan- 
geutenquadrupels ck sind.'' 

Das letztere Quadrupel bildet gerade die vier Tangenten, 
die der Complex mit der Curve gemein hat. Umgekehrt aber 
gab es ein ganzes Complexbüschel , dessen Individuen alle 
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diese vier Tangenten nebst der Congruenz ihres TrefFgeraden- 

paares enthalten. Unter ihnen befand sich auch der Nullcora- 

plex der Curve, so dass das Complexbüschel dargestellt war 

durch : 

(l)a 4-Ä(3i>„-ljJ = 0. 

Wie nun diesem Büschel in der Ebene (cf. §. 17) ein 
Kegelschnittbüschel entsprach, und zwar dem NuUcomplex der 
Normkegelschnitt und dem andern (a = 0) der den Norm- 
kegelschnitt stützende und das Quadrupel a. ausschneidende 
Kegelschnitt; so kann man auch hier fragen : 

Wodurch ist der Complex »3= unter den 

Complexen des Büschels (1) ausgezeichnet? 

Dies ergiebt sich leicht so. Die Sehnen (Oj) der Norm- 

curve, die einem beliebig gegebenen linearen Complex 

(2) Si>„ q^ = 
(wo die q beliebige Coefficienten sind) angehören, waren dar- 
gestellt durch die Gleichung (pag. 75) : 

Die Gleichung für die dem Complexe (2) angehörigen 
Axen der Curve ging aus der letzten durch Umtauschung von 
3 p^^ mit ^jg oder auch von 3 q^^ mit q^^ hervor. Soll aber der 

Kegelschnitt (3) den Normkegelschnitt stützen , so müssen die 

Coefficienten von o^ und 2 a^ o^ einander gleich sein d, h. 

(4) ^-1'* = 3 g,, - ^^ oder 3 a,, = 2„. 

Für die Gleichung des Complexes a = ist: 

(5) P(Zi2 = 3 a^j pg,3 = a^, also 3 q^^ = q^^. 
Dies liefert aber den Satz : 

ß^) jjUnter allen linearen Complexen, die vier 

feste Tangenten (a.) einer cubischen Raumcurve 
enthalten, ist 
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a =0 

s 

dadurch ausgezeichnet, dass die ihm angehörigen 
Axen der Curve die deu ihm angehörigen Sehaen 
augehörigen sind d. h. wo die beiden Ebenen einer 
solchen Axe (an die Curve) zugleich die Ebenen der 
Punkte der entsprechenden Sehne sind.* „Oder 
kürzer: der Coraplex a =0 ist sich selbercon- 

jugirt« »). 

Oder, da ja (pg. 75) diese Sehnen und Axen eines linearen 
Complexes immer auf derselben Fläche liegen : 

ßg) „Die Fläche der Sehnen und Axen der Curve, 

die dem Complexe 

a =0 

angehören, ist in Bezug auf die Curve vollständig ^w 
sich selbst dualistisch.^ 

Nun war der dem Complexe a = entsprechende Kegel- 
schnitt (§. 17) einfach gegeben durch: 

(6) al = 

WO (6) aus a = hervorging, indem man von den vier in den 
s. steckenden Argumenten je zwei (etwa ^^ = X^ = X und 
Xjj = X^ = X) gleichsetzte. 

In der That ist ja dann (cf. (a)) das TreflFgeradenpaar 
dieses Quadrupels (X, X, X', X') aus Sehne und Axe (XX') gebildet 
und umgekehrt wird eine Sehne oder Axe immer nur von 
einem solchen Tangentenquadrupel (X, X, X', X') getroflfen. 

GO. Greift man aus der Schaar der zu a. conjugirten Qua- 



*) D. h. in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve. In 
der That ist ja irgend ein Geradenpaar in Bezug auf ihn (cf. pg. 75) ein 
conjugirtes, wenn die beiden Geraden durch Vertauschung von 3 p^^ und 

^jj in einander übergeben. Mithin besteht der Complex ^^ =" nur 

aus conjugirten Geradenpaaron« 
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idr,iapel.. irgend .Jiw«i herau8r^..«8anhil<ien:r.dte8e £uie .Inyolution 
vierten Grsvdea^.ideften ..es. also »eine.^e]:fadi.iunendlic^ Scbaar 
.giebt..:.. .1 I :..i .;i ,i.w..r i. ...,..i, .. 

■ « • 

Nach Nro, ^„(jßgfßQ f.) \\egend\e Trft^eradf.npswf e all^y 
TaDgenJenqufidrupel eiperlny9lutiqn viertpr .Ordnung ,^uf, einer 
fläche zy^eiter Ordb\ing^ d^eren mit ,der .Curv^ geipeipsar^e 
Ebenen die (SchmiegungsO Ebenen in den ihr mjt der.Curve 

gemeinsamen .Punkten sind uqd zwar bilden. sie die eine Besrol- > 

p r...r ».-..,.:» ..,r i. ..? ^ .1 i .. .»..n:» " — «. r7..jP7r. 

schaar dieser Fläche. 

j^SoIcher Regelschaaren^ die nach dem Haupt- 
Satz (a) aZiß aßw Complexe a = an^/eÄör'^n/giebt 

es also eine vier fach unendliche Schaar.^ 

UnVer diesen Kegelschaaren giebt es gewisse ausgezeicn- 
nete^ die mit den Covarianten von a. in der engsten Beziermng 
stenen. 

Vor allem verdienen diejenigen TTnsere Aufmerksamkeit; 
die drei Tangenten der Curve enthalten üli3 Öie' tfilö 
auch später iVörtjgaü'z anderem Söit'e 'her^ViAdfer bdgfegnen 

werden *)./'•••'•"•• ' • ' ' " '^''' 

''" Hainen -iiettilich -alle ' .Quadrtipel . feiner -in der »iife^-eeA- 
•jugirten Gi^p^e entlialtemen Inv4)liftion ' ei^en festen-dubischeti 
.Faktor (mit den-Wurzela Xi^,: X^v ^3))' 8o:iwird» däft. vierterArgu- 
mcfnt X^', da^ mit den- drei fersteli' errf QrTAÖntpel Hefett, dks M«r 
Qleichunjg ä =i= genügt, wAbestfilnnrf ' und es bind 8oniit^(crf. 
pg/Öef) züi^'ßöMhtating'öities' öolchen Tripels ' 'X^, X^/X'^ 'die 
Gleichungen vorhanden: 



» I '.f) Nemlieh-alb «fMoiklfiai der Regeltobaarbni dM-d^t Axeu>(0Bh<ieh) 
der cabiBchen Curve enthalten, die in der Theorie dei: kl)iqil»drAti9ßh»p 
?»Tolu^on ^ine henorr^^ende ^R^^^^^ spicken. ^ _, , . , ,^ , 

Unter Regel Bchaar ist übrigens immer nur eine solche zweTter Oi^- 
nung verstanden. > 

W. Fr. Meyer, ApoUrität. 8 
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Dann aber sind die Treffgeraden der einem solchen Tripel 
zugehörigen Involution vierter Ordnung offenbar die Geraden- 
schaar des durch die drei Tangenten X^, X^, X^ bestimmten 

Hyperboloids, der diese Tangenten nicht angehören. 

Soll umgekehrt eine drei Tangeuten der Curve treffende 
Begelschaar dem Complex a^ = angehören^ so gäbe es noch 

unendlich viele vierte Tangenten , die mit jenen drei ein Qua- 
drupel a = bildeten, d. h. X^ würde unbestimmt und wir 

sehen daher: 

(Yi) »1^*8 Gleichungspaar (7) 

^^ = 0, A^ = 

stellt alle (einfach unendlich vielen) Tangenten- 
tripel der Curve dar, deren (sie treffende) Regel- 
schaaren (zweiter Ordnung) dem Complexe 

a. = EL ^, + X, ^, 

angehören.* 

». 

über solche Regeischaaren vgl. auch Sturm pg. 143. 
Bücken von einem solchen Tangententripel X , X^, X^ zwei 

Tangenten zusammen (X^ := X, = if]) so zerfallt die zugehörige 

Begelschaar in zwei Strahlbüschel, einmal in das von allen 
Geraden gebildete, die den Berührungspunkt der Tangente t] 
auf der Curve mit allen Punkten der Tangente \ verbinden, 

und dann in das von allen Geraden erzeugte, die in der Ebene 
Y] der Curve liegen und dessen Centrum der Schnittpunkt dieser 
Ebene mit der Tangente X^ ist. Diese beiden Strahlbüschel 

liegen also in zwei Ebenen des Complexes a^ = 0, die den be- 
züglichen beiden Centren in ihm angehören. Da man ausser- 
dem sogleich erkennt, dass in keinem andern Falle eine der 
durch (7) bestimmten Begelschaaren zerfallen kann, so ergiebt 
sich zunächst: 

(Yf) ^ä giebt unter den (Tangententripel-) Begel- 
schaaren (7) des Complexes a^ = vier zerfallende 



s> 



? 
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« 

und zwar bestehen diese dann jed esmal aus zwei 
StrahlbüBcheln des Coroplexes; deren Centrum 
für den ersten Büschel ein Curvenpunkt^ deren 
Ebene für den zweiten Büschel ßine Qurven- 
ebene ist. 

61. Nun sahen wir (pg. 107), dass die Hesse'sclie Form H 
von o. diese vier Werthe tj repräsentirt, während die vier Rest- 

arguniente X^ durch die Covariante F ziz 2 jf — Si H gegeben 

wurden. Dies liefert den Satz , dessen ersten Theil man bei 
Sturm pg. 145 findet: 

(Ys) y>^^^ Hesse\sche Form H von a. ergiebt 

ein solches Quadrupel von Curvenpunkten, dass 
die ihnen im Coniplexea^ = zugeordneten Ebenen 

d ie Cupve noch ausserdem (im Punkte X) berühren. 

Diese vier Berührungspunkte sind durqh 

(8)P-2i/- SiH = 

dargestellt.* 

Oder in der vollkommen dualistischen Fassung : 

(Y^) jjEsgiebt vier ausgezeichnete Ebenen der 

Curve, so dass der Punkt, der einer jeden durch 
denCompiexa :=0 zugeordnet ist, auf ein er Tan- 
gente der Curve liegt." 

Das Ebenenquadrupelist durch P": 2 7/— StA) . 

^ igegeben. 

das Tangentenquadrupel durch H J 

Wendet man den Satz über die durch eine Tangenten- 
involution vierter Ordnung auf der Curve bestimmte ßegel- 
fläche noch einmal auf f und H an (deren Funktionaldeter- 
minante ja die Covariante ist) so ergiebt sich : 

(8) Das Geradenpaar, welches das Tangenten- 
quadrupel des Satzes (yj trifft. Hegt mit dem- 
jenigen, welches das Tangentenquadrupel a. 

8* 
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I 

trifft,- atif. -ei n^er; Eläöhezwei-ter. Ordnung», ia«f 
der-all^'Tpeffgeradenpfiare'deriQiiadrupel .i .. . ♦ i^ 

liegen,» u nd: die di e Our ve* in den.'&ech.&jPun.kten 
©= schneidet, deren Schmiegungsekejien «u» 
gle-i-oh T ang«ÄtialeUen^enide,ji Fläo-h^-sind.* «► 
* '< Auf andei*e Bedeutungen v-o^n ^kotBmeii wir weiter unten. 
, 62. yer^chwand.dje Ipv^-riante j' (pgp ip.6),j so, gab es ein 
Pijipei (6 , B ), das mit jedem Dupel (X X ) ein zu ax apo- 

lares Quadrupel bildete, d.h. .*.i..;i.:m 4:> 

. i :(?},».Ver8chw^i^ndet d^e l,nvariaqte ^ .yon a., so 

ßiebtes/undnurdanp)eine dem.Complexea =.0 

ang.ahi)r.ig^e .ßong.r.u.e.nz, der.eni .p.ire.c.t.r;ijceD.ia wei 
TanÄente,n,(S^ (SJ der Curv^ sind.* , ., i 

I^ann y^'ifd .bek^nptlich die Hepse'scbp Form von ,(f. ein 

Quadrat (der qua^dratis^lien Form mitj fl?p Wurzeln 6^, 8^) 
und ist zugleich ein zu o. apolares Quadrupel, , vip.d « identjscjii 

mit P. . ., I .. .1. . :* •.I...I .m ...I. ,.: ,..r.«» 

. . I In der That^ist^lann nach, dem letzten £atz^ evidon^^ dass 
^lle .Regelsphaprep . (7.) .der Cpügryeji:^ 4er. beiden TangeAten 
6^,. 8^ angeliön^n^ al8P:die Jrapgeptepebenen der Qu.yvQ, .die ziji- 

gleich die Complexebeiien ihres Re^tpunt^t^s sind, nurinp^lx die 

Tangen tenebe^.en 5j, S^^^eju kqnnen,, die ^och durch, 8^^ resfj. 

I I 

ffj gehen. ■ I Die S^fcne und/ Axci ($,, . 6J. gehör^.n der Congrueivz 

des letzteq Satzes an, mithin ist // zu a. apolar etc., 

I .., VerÄckwind«t y mit*i (cf. auch .§.. 2.1 ).y ► so fallen 5^,5^.(inS) 
Zii9ah1mei1',-V»^ ärhält 6inedrfeifatehe Potenz 'al» Faktor, Ä Wii^ 

eine vierfache Potenz. Geome'triscn ist dann bemerk'erisw'erth: 
* *(5) '^Ve'rschwiiidfen i undi/, io wird dfer^Com- 
p-lek rt^"= -deVarl;* ieiii* sp<ecieller', da'ss' sern^d Axie 

e^infe GeT'a'dei wird, «dte feowolil du'röh denPutiktB 
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der 0«rv*e'geht*, Kls'in dep'Ebcne S'dfeVseit-ei» H^'g't4 
Dle*Ci>ÄgVueni! db-9' Vetktnki Sutzei airföllt darii 
in das Strahlenbündel des P u niete b •8'u.nd' dad-Gre*' 
radenfeld der. Ebene $.^, i i i i 

Was daffCffen vom Verschwinden der Invariante i tnlL 
mac: kurz aus Nro. "39 wiederholt werden. , . ,, . . 

(>)) jjVersch windet», so wird der Coinplex a =0 

ein ßpecieller und seine Axe ist eine im Nullcpra- 
pl.ex der Cnrve.sich selbs.t confuffirte Gerade.^ 

63. Um jetzt auf die Co Variante Oven a^ zurilckzulcommen. 

so wissen wir aus Nro.,57^ dfi8».ihre Wurzeln drei Paare 6^,7}^, 
(^^i: 1;»2,*'S7 bifdcn-'derAftv'däfea- sOw^Jhl '^X*^e,)'^X-^j) -als 



13, 



' I. 



.1. 



(A — if)j) (a— Sj) zu a. apohire Quadrupel smd. Dies können wir 



in Bezue auf den Complejc zunächst so ausdcücken : . 

zeln vonO) derart, dass sowohl die Ger^^de,^ die, 
durch dej) ^unktj Ej gßht, rn 4er,J5Jb.en.^ ^^ ,l^iegt und 

4ifi.X a.na e n t p T) t r i f f t ,: a 1 s. i.d i Ajft u 9 .4.fe r . d u r.c h . V fi V:, 
tauschung von e^ mit 7]^ h«xvx)x:g.e.he.ade^. d.em' Co.ni-j 



I <<■ • r • • 



Da weiter die jws .den beiden ^ Qnaidrupeln gebildete In- 
volutioÄ.YwrterjOrdnupg,; M.. , .,.i... ...;.. ..!..„ j .., , , 

(9) (X - e,) (X - 7),) j(X -^V-H- Ä) (X.-.jrj/)^ 
sich aus dem festen Paare (e^, 7)j)-jund def gewcjhniicheu In- 
volution^ deren. Do(ppelelementQ.6j..7).:i8ind ,..zuiut>vomm9ßtzSi,\,m 

h)a^hen wii; mitJRücI^sicht auf Nj;. 44 jlen S^ite: .. . »: : . 

" '*"(Cu)'))£s. .gi.O'b't-drei dem.<Ooinp.l>6xre a^n^.tOwange- 

h-öti^« Re-gelsis'hSiaTen'z'Vs'erteLrOrdxi'ung v*6n i^v 
Eigenschaft, dass ihre Geraden ausser vo4iJ^.wei 
festen Tan|temtepiej,-7j."n-^ch» vton »dcöDfai^gööten- 



Q 
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paaren getroffen werden^ deren El ementenpaare 
die gewöhnliche Involution mit den Doppelele- 
menten 6^7)^ bilden.*' 

Fassen wir eine solche Regelschaar, die durch irgend ein 
Tangentenpaar der Curve eindeutig bestimmt ist, und zur Curve 
in invarianter Beziehung steht, noch näher in's Auge. 

Um ihre Gleichung in cauonischer Form aufzustellen^ 
machen wir die vorgelegte Curve zur Normcurve und nehmen 
das Tangei tenpaar 0, oo zum Ausgangspunkt. Dann ist jedes 
Tangentenquadrupel der vorgelegten Involution 

(10) Xpi(X* + x{i*) 
von der Art, dass die Coefficienten von X*, X*|i*, (i* ver- 
schwinden. Andrerseits war die Darstellungsform irgend eines 
Tangenten quadrupels (resp. ihres TreflFgeradenpaares) (pg. 68) 

(ll)i)„X* + 2p^XV-H(3p«,-t-i'„) X* ^i»-|- 2p „ Xu' H-i,^ ^i* 
mithin ist die gesuchte Regelschaar die den drei linearen 
Complexen 

(12)i>„ = 0, !,„ = 0, 3p,, +!>„ = 

gemeinsame (gehört also der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, 00 an, wie es sein muss). 

Nun ist die eine Regelschaar der Fläche zweiter Ordnung 

(13) mx^x^ — iCj a;^ = 

(wo m ein noch unbestimmter Coefficient) gegeben durch: 

w a; -f- Ä a;= 

mithin sind die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar: 

(15) «Ol = «23 = ^> P«o« = ^> P%$ = ^^y P«i2 = *^ P«i3 = **• 
Auch diese Schaar gehört der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, 00 (p^j = ^jg ^0) an : soll sie auch noch dem 

Complex 

(16) 3p„,-|-j»., = = 33,, + «o, 



(14) 



>• 
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angehören, so erfordert dies die Bedingung: 

(17) w + 3 = d. h. 
(Xj) ^Die einem Tangentenpaare 0, oo der 

Normeurve in obiger Weise zugehörige Regel- 
schaar zweiterOrdnung ist die eine Sehaar der 
Fläche zweiter Ordnung: 

(18) 3x^x^+x^x^ = 0<' 

Die Schnittpunkte einer jeden Fläche des Büschels (13) 
mit der Curve, sowie auch ihre mit der Curve gemeinsamen 
Ebenen sind durch 

(19) X*ji' = 
gegeben. 

Für unsere spezielle Fläche des Büschels folgt dies aus 
dem Satze Nr. 44; man sieht aber, dass sie in diesem be- 
sonderen Falle durch die Forderung, die Schmiegungsebenen 
der Curve in ihren Schnittpunkten mit der Fläche seien 
zugleich Tangentialebenen der Fläche, noch nicht bestimmt ist. 

Inwiefern kann man nun unsere spezielle Fläche des 
Büschels noch auf andere *) Weise, namentlich in Bezug auf 
den Nullcomplex der Curve, als invariante charakterisiren ? 

Aus den Gleichungen (15) ist sofort ersichtlich, dass unter 
allen Regeischaaren (14) diejenige, die einem linearen Complex 



*) Da das Flächenbüschel [cf. (27)] (13) dem Complexbüschel 
^^09 '"^ -^12 ^^ ^ eindeutig Engeordnet ist , dieses aber wieder dem 
KegelscbnittbÜschel der Ebene, das den Normkegelschnitt in den beiden 
Punkten 0, od berührt, und ferner 3 p^^ -■{' p^^ der symmetrischen 

Funktion «_ proportional ist, so erkennt man sofort (cf. übrigens §. 20), 
dass der Flßche Bx^ ajj -f" *i ^j == ^ '^^P« dem Gomplez Sp^^ + P^ = ^ 
derjenige Kegelschnitt des Büschels in der Ebene entspricht, der den 
Normkegelschnitt trftgt. Daraus folgt aber nach Nr. 59 für den 
Complex 3;7q3 -f- p^2 = ^ ^^^ Eigenschaft , dass , wenn irgend eine 

Sehne der Curve ihm angehört^ dies für die zugehörige Axe der Curve 
gleichfalls ^Itt 
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(wo r) beliebig) angenört^ äurch ' ' ' ' ' 

. . i. . 1- ' " " 'I "(21)" m" '( "rl ="0^ '" ' ^ ''*'- '.'*' 

bbfitmiiiit ist liiid' tlmgefkehrt: ' ' ' ' • •' • " ' ' • " 

Miffim " ißt fliejenige Fläche des "BtiscTiels ( IB),' ' deren 
Regelschaar (14) dem Nullcomplex der Curve" 

dfa^6h*t * (* 'hr^v 'did''jtde' *Gferäd«' die^k" Sfefttkir in • Bezug 
ftwf dw'Ntilleontpl^ aitfti 'delber'b'ortSugirt'ist),' gegefefetf^ufch 
die Gleichung: J....I. \..i^ ..... ,.i i 

(23) ftPjpÄJj^r^'^t'^t:' .= 0. 
Zunächst springt daher in die Augen der Satz: "-••'.-{ 

(xj jDie durch die BedingungY22) characteri- 

sirte Fläche zweiter Ordnung (23) (des Büschels 
(13)) lieg? zu der durch die Bedingung (16) be« 
stimmten harmonisch in Bezug auf die beiden 
Ebenenpaare 

,,(24)a5..=r'0, a;. = ;, a;, = ,0, a; =.0.« , , ,, 

'äch£eibti'aiani..ferner...diQ FJäche.i(13)i.in .lEJbeneticDordit- 
naten so er pu ebt sich leicht: 

iO Fi I II CiCiH !• VT-'I T ) «Kiirj i^j J I ■ ."• ir. jri l'il , <l..^^l|<lll.>i.<|l^ li««I. '.Ili 

r. •ItiiiK* ^ 1« / ii> >iiil (ili«Jif^^>t4|rft2ia "^"Tii^^f^i^^ l*?:^ U*' i<>'>*i'^^ '.»>•' 1 iJ-^llo 

Mithin ist* diejenige Fläche des Büschels (13), die diese 
letztere (bei lest gedachtem m) tragt, keine andere als 

{2b) mx^ x^ + a;, a:^ = 0. 

Daheri..ain4 im. Büsqhel .(13)..ijmmiBr.. zwei .zu den ..EUieiieiH 
paarep (^^).ibarjnQdaischa J^lächeji.. .. . ? j.... :, , .., ^ .. ,..t....j 

^- ..^26) omÄ^'^'gi-^*^^^*^^^ «=•()'; »KC^j a;^t n|- arj'a?^'=iüX)-' - -*• 

Äblche, 'die 'sicfi' gegenseitig ötlifien t^'dfer aüöfi : ' Äüfeirt^tidel' 
ruhen). 

Speziell also hat man : 

(x«) ^Diel)eiden ausgezeichneten Flq^ch^flHjd,§,§ 



. (14') 
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B:Ü8c4i«1b^ •('15);'nÄniHc^h "(il'8)''twrd ^(23)'4;ra;gc'h' .sich 

g^ffenseiti'^.'*' '* ' '• *' ' " ' '*' '"^ '' " ' ' "*' •"'•'"' 

- -'04: 'UbniZüsartiinenfhan^ iwmthef/ den' beiden' Fläiben 
(26) {rcbp! «pezieir( 18)^1113 ^23)] kaim^man bbch^werter' vbr* 
folgen, wenn maiif dafs^ dwn' 'Gföitihtmg8syiitehi*"(lö)' sftr.ilogo 
aiifBteik^i.dfua der. anderen rjRegelad^ar. reiner» Fläche {^d) zu- 

gi&bÖxt. f I r ? 1.1 »....: ,....< I... ....•' 

Dies. ist zunächst .gegeben. ihYTchi: Cj v. i i .. t ; . i .ri 

i|iwa? H^ /j'.a:j sp.O ,..!.. ...^.... i .:( .1 ..,.!. 

•fljj ^. ^' /p .^s^ Q, ..IL.. . .1. ) .. .1 ,., ^ Tj 
8*3 

fttlth1h'tfi6'*A'xtoööördinäten eiiier GTeraden der Schaar:'"^ ' ' 

(15!).^o, = «»f = 0,-. ?o. = »». 3m == *'•» ,V =7 »**'f «1. K~ '^'- 
Daher gehört diese Kegelschaar einer Fläche (13) auch 

dem linearen Complexe an (ausser dßn beiden ö =:;= o'„, =0): 

4... » .,o..:m 1.. ..i..A^/-l iPj« rT7.Wi?öj| ?^.iM:i..iK. .,1 .. i. .. i .'» 

während die andere Schaar.(15).dem:anderveti:GonipleKe.(; i<. ,i.j 
(ausser den beiden|jp^j..p: p^^ |0) :. | r^ ^ | , «j: j 

p^j^ii 0^ Vefifp/jpJ'äsr Ö selbst latellefi tue" beiden spfealettöü 

Cofnple3^*3'esgaikeh'Bliscliel8(27Joder (28) (bei variablem'm) 
dar, deren Axen dre (Jurven -Sehne resp. Oin-ven-Axe mit 
ährt Argmnentcrt'O; c» -smd'j 'Wböiibo'y^j '=r'0'Tesp.';p|J = 

areWrden ^fe^f^lt^Ä Cötfipl^^fe/ dö'fen^Äixeä'aie^G^i-ädön' «lid; 
die durch den Punkt 0(oo) de/CtllfV«"ge'h6rii'W 'd6r EbW 
(y(*<»)'df6/CtffVe fifegAy'Ütfrf di6 Tiiige1ite'bö'^(Ö)'tfdfreti: ' 

Endlich sindi?^^ =z ö, p^^ = die- speziellen \Joinplexe 

der beiden Tangenten 0, oo selbst. Demnach gelien von' deV 
i\i^(^ iV^'ö'il'd^^'iö'taVge'nfeil'p'a^dV^ eiri'öV-' c'ubiscihen 
Baumcurve durch die Bedingung des Satzes (t^^) bestimtnlen 

zuV ÖbWfe ' liiVärihtilen' kegelscftaär 5: weiter Ordnung folgende 
EigenUshiÄttÄ;- zü'aertli Darl'eguh Ötv^as Weiter ät^sholeq 
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^Die zu einem Tangentenpaare a, ß der Curve gehörige 
Sehne und Axe (s, a) bilden ein zweites Geradenpaar; sowie 
die beiden Geraden^ die durch den Punkt a resp. ß der Curve 
gehen, in der Ebene a resp. ß der Curve liegen und die Tan- 
gente ß resp. a treffen ein drittes Paar (a, 6). 

Diese drei Geradenpaare a, ß ; ^, a ; a, & sind die drei 
Gegenkantenpaare eines Tetraeders, dessen Ebenen einmal 
die beiden Ebenen a, ß der Curve, sodann die beiden Ebenen 
durch die Tangenten a, ß sind, die bezüglich durch die Punkte 
ß, a gehen (desselben Tetraeders, das als Coordinatenteti*aeder 
(Nr. 30) diente, um die cubische Curve zur Normcurve zu 
machen). 

Jedes der drei Gegenkantenpaare bildet die Direktricen 
einer Congruenz, die allen linearen Complexen eines Büschels 
gemeinsam ist (dessen zwei spezielle Complexe eben die beiden 
Geraden des bezüglichen Paares zu Axen haben). Diese Com- 
plexbüschel bezeichnen wir einfach mit 

(29)[a,ß]; [*, a]; [a,b]. 

Insbesondere gehört dem Büschel [s, a] (d. i. dem 
Büschel von linearen Complexen, die alle mit der Curve 
dieselben zwei zusammenfallenden Tangenten- 
paare (a, ß) gemein haben) der NuUcomplex iVder Curve an. 

Dann giebt es im Büschel einen weiteren zum Null- 
complexe in Bezug auf das Paar der speziellen Complexe 
harmonischen Complex N', 

Die Regelschaar (zweiter Ordnung), die irgend drei line- 
aren Complexen c^, c^, c^ gemeinsam ist, sei als Regelschaar 

(Cj, Cj, c^ bezeichnet. 

(Xj) jpDann gehören sowohl die beiden Regel- 

schaaren 

({a, b, N), (a, ß N') demselben Hyperboloid (H), als 

(^^^ |(a, 6, N"), (a, ß, N) demselben Hyperboloid (IT) an. 

^eide Hyperboloide gehören dem BUschel 
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von Flächen zweiter Ordnung an, deren Durch- 
schnittscurve au8 den Geradenpaaren (a, &)(a, ß) 
besteht; und sind harmonisch zum Paar der 
Ebenenpaare des Büschels (Satz x^) und tragen 

sich (ruhen aufeinander) gegenseitig (Satz x^). 

Die Regeis ch aar (a, ß, N') des Hyperboloides 
(jy) ist der Ort der Treff geradenpaare der Tan- 
gentenquadrupel der Involution (cf. t^). 

(31) (X-a) (X-ß) {(X-a)* + x (X-ß)*}« 

65. Dieser Satz bedarf noch verschiedener Ergänzungen. 

Zunächst ist leicht zu zeigen^ dass auch die Regelschaar 
(a, 6; N') des zweiten Hyperboloides (J?') der Ort der Treff- 
geradenpaare einer Tangenteninvolution vierter Ordnung 
ist und zwar der Involution : 

(32) (X— a)* -h x' (A— ß)*. 

In der That sind ja in der canonischen Form (cf. (15') 
(28)) die Complexe a, b, IT dargestellt durch : 

(33) p^ = 0, i7„ = 0, 3p„ +!>„ = 0, 

mithin ist die Darstellungsform (11) einer Geraden der ge- 
meinsamen Regelschaar dieser drei Complexe in der That die 

Form (32) , deren Funktionaldeterminante (X — a)'^(X — ß)* 
identisch mit der der Involution (31) ist, was auch schon da- 
raus erhellt, dass alle Flächen des Büschels (H) (JBf') (13) 
mit der Curve die Punkte und Ebenen a, ß je dreimal ge- 
rechnet, gemein haben. Also hat man als erste Ergänzung 
zum letzten Satze: 

(X^) ^Die Regelschaar (a, &, N^ des Hyperbo- 
loides (ff) ist derOrt der Treffgeradenpaare der 
Tangenten quadrupel der Involution 

(32) (X ~ a)* + *' (X - ß)* 
d, h. aller Quadrupel, die aus zwei j^u einander 



diese Doppelelemente besitzen (während es doch; wi< 
Sich später^ ergeben wird, im Allgemeinen fünf Involutionei 
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hhrmö^iischeh^ P»ai»en •dof'' ge^wöhnHcWeri ' Inro^ 
Ititron' -■ ,... I ,..>-., .t .,:.. j... 

' ' ' "' "(34)''(X -^"a)*'4^ A (X' —• p)* ' ' ^ 

befttfeWeh.*'" * '^ ' ■' ■•'' ' i ' ' 

Beid e* In V ölii tio n-©n'i(81) ^(32) "K ab-en 'd rfe-sel B^Ti- 

«... 1 I i ■' ■ tXf'Oly'O^» p^ p^ p, • 'I- ' » ' ' . .. l. , .. : 1 '.' , 

66. Nun kann tman «ber Auoh iimgdcdhrjj steige»^ jdass idiese 
beiden Invofu^onqn ^dl) (32) dieiej-nz^jgen sjnd^ ^e gerade 

wie 
lonen 

\^tdWöt' Ordiiüf^g ''tölt döttkelb'etf 'aech'd* D'ip^Möl6rtl'eylt^li"giebt) . 
^' ' t)en 'BfeWeis'itlhVt^kaliV wid folgt' WJ*' lögfeti'' Wieder 'darf 
€Äübiii^cbe 'Ay'giimeiitörtpki'"Ö; cb'^ d'^Y' t^orift'öü^ö' *iX\ Gi'ilftftöy 
Einer jeden Involution vierter Ol'dö'tfA'g -Aiir^d^Yi Öof)'|)dl-' 
elementen 0, 0, 0, dtfi, q6>, -öo « auf deV» Nerfmcurve entspräche 
iifidii deip .Satze ÜXQ»A4..ßij\e. Ifläche.; ziy:dlter,..OrdAiLng^ die 
eben diese sechaiPianktß^uad. Ebenen - nvit..deir.panie..gei|iwi» 
hätte, so d^_die beiden "Jl'ai^genten 0,^ .Q^^ßr Qi^ve ganz auf 
ihr liegen raüssten. Solcher FläcTien zweiter Ordnung aber, 
Ulfe durch die sechs Funkle 'ü, u, 0, oo , oo , oo so gehen, dass 
sie zugleich die'b'erd'eti'Tängönteri gähz 6h'thältetiJ* giebt'es ein 
JBÜscHel ^ ''^^ '* ^1'*«.«,;... ....)..! i,....,;p «(..., > X. . i.l. .1^' ) '•'••■ t 

^' '\ iif»*^i ' '^' »^tJx '!• '^ *«-jii-.«l I..J*»l» ■>i''i\*» I -v»"^' "" * "*'/i •'^'^'i ■'••" 

- *) Man sieht dies auch schrittweise so ein. Die ganze (dreifach un- 
•«dl1«Hö):3 sAiaUi- ■ tfer^ 'Flätm'dtf tfüVih'dW anfi(6g6Mert''tf^hfe:5Putils!tA''l6t 
folgende: . ...o*.r ....i.o.l ..nvx 

oder etwas anders, geschrieben: , . . . . . i< t . ■ 

< ^> I • v' 1 ■>< «• 'i 1 1 v> I '^a •>'., Il^^i i t..J. Ij*' Jv«{. »t'^l ( '*) <v>I-|i>l 

Soll nun eine solche Fläche auch noch die Tangenten 0. oo ganz 
enthalten, so müssen diö Coefficienten von ar, atr^ d. n. pi, v Tersohwinden, 

Jk|ra''2¥i''{13^ fÜbtf i vj «• V« ^ n <tt ^ t K I V 4j 1« f t. 4. jf t^l I ^ I i «» iJ I. 
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• 1 Die8>«rfÜ}It dann abermich dietübrigen v^an^em Eigen- 
schaften. Greifen wir irgend eine der Flächou (13)JierftiUL, ^o 
c:ehör.t ihre eine Reeelschaar , sagten wir 12. den Coroplexen 

, • j • 

u ...f.., :i k/^vi-PoirF. ' J?«$.rr ... , ..'.. ♦;... i:. *. i 

Dag^geq ^ß ,a»dßr^.7?„;. ^©a ibßifleÄ Cpn>pkx«D:(cf,. (Ip/)) 

(36) 1)^^ =5 1^^ = 0. 
Soll daher 1? der Ort der Treffgeradenpaare einer Tan- 
genteninvolution vierter Ordnung sein, so piuss diese di^ Get- 
atalt haben (we^n der DairsteUungsforn)^ (il^l)) ' 

n gleicher Weise die zu * einef JB^j (irgend einer Fläche des 
Büscheh (lo)) gehörige Involution: 

(38) (a^ X* + a, X' pi' -H a^ jx*) ^,Ä:' (ß, X*. + ß, XV + ß^ pi*). 
Bezeichnen »wir fUn.den Augeiiblic't mit P-^^^'^^ die'Grössen 

OL OL 

und mit m^j^, ji^^ gewisse EahlenfaktoreP; so ist die Funktional- 

determiuante der ersten Involution (a7)"von der Form (wie 
man unmittelbar durch Ausrechnung erkieht) : 

(37') >r, - X*. ^i* «»„ tu-V-- X' |i» m„ i),3 + X?-n* «t,3 jJ,-, 

und die der zweitep Involiitiou (38) j* ! ^ * 

(38') W^ - X« |i ti,, 3,, + X» ;i» 11^ 2^ -^'i^^ |i^ (^.., . 

Da sich beid^ Foripen; TF^, W^ .aber nach Voraussetzung 

auf X' |i^ reduciren müssen>, so sind d^zu- die Belationen er- 
forderlich : 

" " (40) «^ = 0, • 3,^ =i o; 

Nun können, aber die G^eicbungen (39J[ nur so bestehen, 
daas entweder auch i?^2 = oder a^sziZ)^ c^ 0^ und analog 
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die Gleichungen (40), dass entweder auch q^^ =s oder 

ttjj = ßg = wird. 

Im ersteu Fall, wenn auch noch p^ resp. q^^ verschwinden, 

liat die bezügliche Involution unendlich viele Doppelelemente, 
hat aläo mit unserer Aufgabe nichts zu thun: die andere Be- 
dingung liefert aber die beiden Involutionen (31) (32). 

q. e. d. *) 

*) Kincn zweiten noch direkteren , wenn auch umständlicheren Be- 
weis kann man so geben. 

Die Greraden der Kegelschaar B^ irgend einer FIftcfae des Büschels 

(13), das wir jetzt lieber in der Form schreiben wollen 

(41) 3 n a:^ «3 — ajj «g = 

gehören nach (15) ausser den Complexen (35) p^. 3= 0, p^« = noch 

dem dritten: 

(42) 3 n ;>03 - p^^ = 

an. Für welchen Werth von n bilden die zugehörigen Darstellangsformen 
(11) eine Involution? 

Nun ist nach pg. 69 (wenn man den hier unwesentlichen Propor- 
tionalitfttsfaktor = 1 setzt) 

_ *2 ± Vei 



J3 Pos = 
(43) 



P12 = — y^ 



•« 



also 8 n pj^ — p^^ «^ (n — 1) ± y^ßi (n + 1) = oder 

2 fn— ll* 
(44) 8^ l > — 6» = oder wegen (85), wenn man die Dar- 

stellangsform (11) jetzt so schreibt 

(46) 4a,XV + 6agXV* + ^t,^^[»-^ 

(46) 8 aj 71 -- (n + 1)' a^ a^ = 
Somit kann man setzen 

(47) aj = 1, a^=: r k, a^ = i^ 

wo k variabel, r aber in bestimmter Weise von n abhängt. Daher wird 
die Darstellungsform: 

(48) X |JL (X* + r Ä: X (JL + it* |jl*) 

nur dann eine Involution bilden, wenn r =s d, h. a^ = ist Dann 
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Wie vielfach die beiden Involutionen (31) (32) gerechnet 
werden müssen^ um die fünf Lösungen^ die dieselbe Frage im 
allgemeinen zulässt, zu ergeben, mag hier unerürtert bleiben. 

Wir können also jetzt auch so sagen : 

(X ) ^D iebeideneinzigeninvolutionen vierter 

Ordnung, deren Funktionaldeterminante der 
Cubus einer quadratischen Form(X — a) (X — ß) ist, 
erzeugen, als Tangenteninvolutionen aufge^fasst, 
mittelst ihrer Treffgeradenpaare, gerade die 
eine Regelschaar (R^ resp. iJ^j) der beiden Hyper- 
boloide (H) resp. (H') der Sätze (X^) (X^).« 

67. Wir nennen daher, der Unterscheidung halber, die zu 
irgend einem Tangentenpaare a, ß einer cubischen Curve ge- 
hörigen Flächen (H) (H') ^die Doppelflächen (a, ß) 
(zweiter Ordnung) erster, resp. zweiter Art^, 

Dann können wir den Satz i^ jetzt so fassen : 

(tjj) j,Es giebt drei (und nur drei) Dupelflächen 

erster Art, deren eine Regelschaar dem Com- 
plexe a :=0 angehört. 



muss (n -|- 1)^ verschwinden d. h. es ist n = — 1 und wir gelangen 
so zu anserer Fl&che 

(18) 3 «0 «3 + «1 a^2 = 0. 
Genau in derselben Weise gelangen wir, wenn die Geraden der Begel- 
scliaar R^i (1^') einer Involution zugehören sollen, zur Gleichung: 

(49) 3 ö| . 4 n — (n — if a^ a^ = (^ 

die sich auf a^ = reduclren muss, was nur für n = 1 geschieht, d. h« 

wir erhalten die Flftche 

(23) 8 aj^, Xj - x^ x^ = 0. 

Die Regeischaaren R^^ resp. ^j der Flächen (18) (23) bilden, wie 

man sich leicht überzeugt, die Treffgeraden von zwei Quadrupelschaaren 
der Form 

(60) f + kf^ + l^fy 

die uns hier nicht weiter interessiren. 
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i .. ; Sind^dtesie di« Fiäch6ii.(€^'y]^)i(i.s=:.ly.2l, 3), 80' sind 
diedr^i Paare i^ rj^-die-WHi Tz* Irf der GovÄriarn't-e © 

Da wir andererseits aus l^VÜbefein'(pgr ID?) wissen dass 
unter den zu a^ apolareii Quadrupeln sich liÜr vier" vierfache 

Potenzen (X — a.) befinden (wo die oc die Wurzeln von a^ sind), 

und diese sich zu sechs Involutionen combiniren . so haben wir 
ak Seitenstück zum letzten Satze: , •• . ■ 

. A^j) »E»: giebt pe^hs .(un4, .uur .i^echff). JOupcl- 
f 1 äc he n z w ei ^er^ ^r,t, .,4e.r^ii ^lA^ .Rpg.eJ 8i«|i aardeoi 
Coafple3^,e p^ =,9^n5eh,9rt. Sin,d,diese die Fläphen 

(»i QPk)...sp..8ind,.a,;,a^>.ö^ «„ di^. y.ier...W ujz.eln,.dpr 

Wir rertassen damit die Betrachtung der CbvsCrianteh einer 
biquadratischen birtären-Fiirm- auf de^ «ubischeki ' Rautiicurve 
uudi wenden I uns der . allgemeineren Aufgabe zu , dje« beiden 
Theorie^ des . I^prwk^gelschpitts. :und. d^r ipubispfeen . Norm- 
curve gegenseitig in einander tib^^55ttfHhr^;i.,..iYiß J^», 9chpj|i 
pg. 62 in Aussicht gestellt war. 
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Das Verbindungsgebiet zwiscbeli Nörmkegelscbnitt und oabischer 
' ■ • •■ NomöurvS. ' ' 
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68. Schon in ,Nro. 48 war der Satis abgeleitet, dass die 
Gleichung feines Kegelschnitts in der Ebene , in homogenen 
Coordinaten x^, x^y x^ geschrieben (wobei »von irgend meinem 

Punkt X der Ebene das Tangentenpaar i, ß an den Norrakegel- 
schnitt' 'gehf)"de&sen Ai'güfneiite dufch •• 



I . ,^ <i 



I I , . k ■ • ... ,1. . , 11 . I . • I i .^ . t • I . t I 

X. ' x^ 



I l 



' = *+?' ^* = *ß 

bestimmt sind) zugleich alle Sehnen a^ ß. der cubischen JN^ocm- 
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curve darstellt, die einem ganz bestimmten (allgemeinen) line- 
aren Coraplex angehören, und damit auch den Complex selbst; 
und umgekehrt. 

Dadurch wird es ohne Mühe ermöglicht, eine vollständige 
Abbildung der Complextheorie auf die Kegelschnittstheorie 
durchzuführen. 

Da eine solche Durchführung aus dem Rahmen unserer 
Untersuchung zu sehr heraustreten würde, so mag es genügen, 
auf einige Hauptpunkte aufmerksam zu machen. 

69. Wir knüpfen der Einfachheit wegen an die letzten 
Erörterungen des letzten Paragraphen an, die sich auf die 
Eigenschaften des Complexbüschels 

(1) 3 ni,,3 -+-!,,, = 

stützten, dessen gemeinsame Congruenz zu Directricen die 
Sehne und Axe (0, oo) der Normcurve besass und dessen In- 
dividuen alle mit der Curve die vier Tangenten 0, 0, oo, oo 
gemein hatten. 

Wir suchen die einem Complexe (1) angehörigen Sehnen 
(Axen) der Curve d. h. den ihm entsprechenden Kegelschnitt 
der Ebene. 

Aus der Darstellungsform einer Raumgeraden (mittelst 
der sie treffenden Tangenten der Curve) (11) 

(2)1.., X* - 2i,„, X' + (Sp^ +!>,,) X' _ 2i,,3 X-HP,. = 

folgte (pg. 69) : 

«2 ± KG» «. + K6» 

(3) P -3 Poa = ■ - 2 - ' P^»* ^ 2 " ' 

Dies hat zunächst zur Folge : 

= 3(— 45^5^ + 5^53). 

Seien die vier Argumente (Wurzeln von (2)), aus denen 
sich die s^ zusammensetzen : a, ß, y, S, so stellt (2) eine Sehne 

resp. Axe der Curve dar, wenn a = ß = X^; y = 8 = X^. 

W. Fr. M e y e r , Apolarität ^ 
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Wird dann 

^1 +• ^« = ^' \^i—^ 



gesetzt, so geht Gleichung (4) über in *) : 

(5) a,o, (a, a, - aj) = 0. 

Da die Sehnen in die Axen durch Vertauschung von 3 p^^ 
mitp^^ übergehen, so stellt das Kegelschnittpaar (5) die Sehnen 
und Axen der beiden (speciellen) Coraplexe 

(6) n, = 0, p,, ='0 
dar. Es ist aber leicht, beide Kegelschnitte in der Weise 
zu trennen, dass jeder nur einem der Compl.exo (6) entspricht 
und umgekehrt; man braucht nur zu bemerken, dass die Sehne 
(0, Qo) nur dem ComplexejPj^ = allein, und ebenso, dass 

die Axe (0, oo) nur dem Complexe p^^ = allein angehört. 

Andrerseits haben wir damals (Nro. 32) festgesetzt, dass 
die Punkte der Ebene (also die Tangentenpaare des Norm- 
kegelschnitts) den Sehnen der cubischen Normcurve entsprech- 
end gesetzt werden sollen. 

Mithin kann das Tangentenpaar a^a^ = 0, da sein Schnitt- 
punkt der Sehne 0, oo entspricht, vermöge seiner Punkte nur 
den Sehnen des Complexes p^^ = entsprechen. Daraus folgt 

sofort : 

a) »Die Punkte des Kegelschnitts »a^ = 0, a^ = O*' 

entsprechen sowohl den Sehnen des Complexes 
p^^ -= 0, als den Axen d es Complexes jp^^^ = 0; reci* 

prok die Punkte des Kegelschnitts a^a^ — a* = 

sowohl denAxen des ersten, als den Sehnen des 
zweiten Complexes.* 



•) Die beiden KegelRchnitte (ß) ö^a^ = und a^a^ — aj = 

sind dann zugleich dio beiden den Normkcgelschititt in zwei ' Punkten 
(0, 00 ) berührenden Kegelschnitte, denen unendlich viel Dreiecke ein- und 
N2 umbescbrieben sind. 
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70, Wir wissen ferner von früher (pg. 119), dass der Null- 
coraplex 3 p^^ — p^^ = (vermöge seiner Sehnen) dem Norm- 
kegelschnitt 4 a^a^ — a* = entspricht, sowie der zu ihm (in 
Bezng auf das Paar (6)) harmonische Complex 3 Pq^+P^^ = 
dem den Normkegelschnitt tragenden Kegelschnitt des Büschels 
a^ a^ — k aj •= d. h. dem Kegelschnitt 2 a^ a^ -|- a* = 0. 

In der That folgt dies auch sogleich aus den Formeln 
(2). Denn es ergiebt sich 

mithin für die zugehörigen Sehnen : 

(8) 2 a„ a, 4- aj = 0, (4 o, a, - a])* = 
Versteht man daher unter den p^^ die Liniencoordinaten 
einer Sehne (der cubischeu Curve) so kann man setzen : 

WO X dadurch zu bestimmen ist, dass 

{3 j)^ — p^^zziO übergeht in 4 a^ a^ — ^i = ^ "°^ 

Dies leistet aber nur der Werth X = — 3, so dass wir 
haben : 

(11) pp,^ = — 3a^ a^, 3 p p^^ =<t^ a, — aj. 

Es hätte dies auch unmittelbar aus der Gleichung (32) 
Nro. 42, in Vergleichung mit der Gleichung eines allgemeinen 
linearen Complexes (33) gefolgert werden können. 

Daraus ergiebt sich denn sofort wieder, dass irgend ein 
Complex 

übergeht in : 

(12) a^ a, (M — 3) — w aj = 

und (bei Vertauschung von 3 p^^ mit p^^ oder, was dasselbe ist, 

von n mit - ) der Complex 

n '^ 

9* 
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(12)' a, a^ (1 _ 3 «) - aj = 0. 

Diese Resultate mögen in dem Satze niedergelegt werden : 
ß)^Die Punkte des Kegelschnitts H 

(12) a, a, (n - 3) - n c\ 

desBüschelsa^o^ — Äa*=:0 repräsentlrensowohl 

die Sehnen des Coraplexes 

(l)3ni)„4-l),, = 

desBüschels p^^ — k' p^^ = 0, alsdieAxendesCom- 

plexes 

desselben Büschels und reciprok die Punkte des 
Kegelschnitts 

(12)' a, o, (1 - 3 n) - o| = 

den Sehnen des Complexes (l)'und den Axen des 
andern (1). 

Die einander so zugehörigen Complexe (1) 
(1)' resp. Kegelschnitte (12) (12)' bilden eine (ge- 
wöhnliche) Involution, deren Doppelelemente 
(n= + ]) dieComplexe 

. (7) 3 i»,, ± i)., = 

resp. die Kegelschnitte sind 

(10) N-_-^. 4 a, a, - a* =• 0, /'s 2 a, a„ -+- a* = 

(wo/'denNormkegelschnittN trägt).* 

In der That sind ja die Complexe (7) unseres Büschels die 
einzigen , die bei Vertauschung von 3 p^^^ mit jp^^ in sich über- 
gehen. 

71. Der Beweis dieses Satzes möge nach rechnerischer 
Seite hin durch die direkte Umformung der Complexgleichung 
(1) in (12) mit Hülfe der Beziehungen (3) ergänzt werden. 
Wir erhalten: 
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(13) 3 n p^ -f-p,, = s, (« -I- 1) ± K6l (n — 1) = oder: 
4 (n 4- 1)* — (« - 1)* {12 s, Ä^ — 3 «, «3 + sl) oder: 
ins] — 12 (n— 1)* s^ s^ + 3 (n — 1)* «, «, = 0, 

mithin durch Uebergang der s in die o 

(14)aja*{4n-3(n- l)»}-|-oJcj,o.{4n + 3(n- l)*}+na*=0. 
Dies ist aber nichts anderes als: 
(15) [a, ajl - 3 n) -• a]] [a^ a, (n - 3) - n aj] = 
d. h. das Produkt der Gleichungen (12)' (12). In der That 

ändert sich ja (13) bei Vertauschung von n mit - nicht. 

In welcher Weise aber dann die beiden Faktoren der ' 
Gleichung (15) den beiden zugehörigen Complexen einzeln ent- 
sprechen^ erhellt aus irgend einem speciellen Werth von 
n, z. B. w = (cf. Satz a). 

Für n ^ 3 erhalten wir den ausgezeichneten Kegelschnitt 

(16) aj = 
dem also der Complex 

entspricht. Dessen Sehnen waren aber gerade die Geraden der 
einen ßegelschaar der Fläche 

(18) 9a;^ ^3 -^^0:^ = 

die bekanntlich ganz durch die cubische Curve hindurchgeht. 

In der That stimmt dies überein mit dem Ergebnisse der 
pg. 56, wonach die Punkte einer Geraden (a^ = 0) die 

Sehnen einer durch die Curve gehenden Fläche zweiter Ord- 
nung repräsentiren. 

Der zu (19) in Bezug auf das Paar (6) harmonische Com- 
plex entspricht dem Kegelschnitt 

(19) 2 a, a, - aj = 0. 

Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem Kegelschnitt (8) 

(20)2a,o,4-aJ = 0; 
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y) »Die beiden Complexe 9p^.^ + 1^,2 = sind 
dadurch ausgezeichnet, dass sie einmal harmo- 
nisch sind zum Paar (6) 

(6)i'o, = 0, P„ = 0; 
andererseits ist aber auch das Paar 

(21)i,„ = 0, 9i.„3 + p,, = 

harmonisch zu dem andern: 

(22) 3 1,,, + 1,„ = 0, 91,,, - !>,, = 0;- 

und ebenso (durch Vertauschung von p^^ m i t 
— i^jg): das Paar 

ist harmonisch zum Paare: 

72. Kehren wir jetzt zurück zum Hauptsatze ß, so können 
wir ihn sofort für irgend ein Complexbüschel, dessen gemein- 
same Congruenzdirektricen in Bezug auf den Nullcomplex der 
cubischen Curve conjugirt sind, d. h. ein solches, dessen Com- 
plexe alle mit der Curve dieselben vier Tangenten 

(25) aj = 

gemein haben, erweitern. Nach pg. 77 Hess sich dieses Büschel 
in die Form bringpn : 

(26) a. + * (3 p^ - pj = 

das durch Vertauschung von 3 j? mit^^jg übergeht in 

(27) a. - Ä(3 i,., - i,,,) = 0. 

a^ = entsprach demjenigen Kegelschnitt a^ des Büschels, 

dessen Grundpunkte auf dem Normkegelschnitte liegen und 
durch (25) dargestellt sind , und der den Normkegel- 
schnitt trägt d. h. es ist der Complex des Büschels (26) 
für den die ihm augehörigen Sehnen und Axen der cubischen 
Curve dieselben Argumentenpaare besitzen (d. h. die im Null- 
complex einander conjugirt sind). Nennt man eine solche 
Sehne und Axe einfach conjugirt, so hat man; 
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S)j,DieComplexe desBüßchels (26) bilden eine 
(gewöhnliche) Involution, deren Doppeleioraente 
gegeben sind durch 

(28)a =0, 3i,,,-p„ = 0. 

Irgend ein Paar der Involution hat die Eigen- 
schaft, dasB die Sehnen (Axen) des einen Com- 
plexes des Paares conjugirt sind zu den Axen 
(Sehnen)desandcrn. 

Die entsprechenden Kegelschnitte bilden 
eine Involution, deren Doppelelcmente der Norm- 
kegelschnitt und der ihn tragende (undausihm 

das Punktquadrupel ajj = ausschneidende) Kegel- 
schnitt sind. 

Die Punkte irgend eines Kegelschnitts des 
Büschels 

(29) 4 + Ä (4 a, a^ - <) = 

repräsentiren die Sehnen des Complexes 

(26) a. + i (3 i,„ - pj = 

und zugleich die Axen des andern 

(27) a. - Ä: (3 p^^ - pj = 0. 

Das Umgekehrte gilt von den Punkten des 
Kegelschnitts 

(29)'a*-Ä(4o„a,-c7j) = 

der mit (29) ein Paar der angegebenen Involution 
bildet.« 

73. Ein ausgezeichnetes Paar in der Complexinvolution 
bilden die beiden speciellen Complexe des Büschels 

(26)a. + Ä;(3i>„3-i)„) = 

deren Axen die beiden TreflFgeraden des Tangentenquadrupels 
aj sind , die ja in der That nach pg. 69 durch Vertauschung 
von 3|}^g mit p^^ d. h. von -H ^ wt — Ä in einander über- 
gehen. 



'1 
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Die beiden zugehörigen Werthe von Tc fallen nur zu- 
sammen^ wenn die Invariante tvon ay^ verschwindet (cf.pg. 117) 
und a = ist dann selbst der specielle Complex des Büschels. 

In der That ergiebt die Bedingung, dass (26) einen speciellen 
Complex vorstellt: 

(30) »0 »4 — 4 ^1 ^s + ^ (^2 — **) = oder h = J/^^. 
Wir können daher Satz (5) so vervollständigen : 
S') Der Complex a =0 (der unter allen Com- 

plexen, die die vier Tangenten aj = mit der 

Curve gemein haben, dadurch ausgezeichnet ist, 
dass er zu sich selber conjugirt ist) ist in Bezug 
auf das Paar der beiden speciellen Complexe 
dieses Büschels 

(31)a.±j/^(3i,^_i,,) = 

zum Nullcomplex der Curve Aar woni^cÄ." 

Genau dieselbe Bedingung (30) sagte aber aus (pg. Ü9), 
dass die den beiden speciellen Complexen (31) entsprechenden 

Kegelschnitte H^, H^ die waren, (die aus N^ das Quadrupel a-^ 

ausschneiden und) denen unendlich viele Dreiecke ein- und N^ 

umbeschrieben sind. Daher lautet der zu (6') analoge Satz der 
Ebene: 

S') ^Ist ein KegelschnittbUschel gegeben 
/'-f* ^9 ^ 0, und trägt/'den Kegelschnitt^, so ist 
das Paar des Büschels H^, H^, denen unendlich 

viele Dreiecke ein- und cp um beschrieben sind, 
harmonisch zum Paare/*, q)." 

74. Dieses Entsprechen der speciellen Complexe und 
der Kegelschnitte H möge noch des Näheren erörtert werden, 
da sie das nothwendigste Vehikel bei der Durchführung der 
Verwandtschaft beider Theorien sein müsste. 
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Wir wollen zu dem Zweck umgekehrt von den Kegel- 
schnitten H (bei gegebenem N^) ausgehen : wir denken uns also 

irgend einen solchen und ein Dreieck , das ihm und N^ umbe- 
schrieben ist; dessen Seiten also durch drei Argumente X^, X^, X^ 

bestimmt sind. Dann repräsentiren die drei Eckpunkte dieses 
Dreiecks (X^ X^) (X^ X^^) (X^ X^) drei in einer Ebene liegende 

Sehnen der Normcurve. Drei solche Sehnen können aber 
einem allgemeinen linearen Complexe nie angehören (da 
sie ja sonst, weil in einer Ebene befindlich, durch einen Punkt 
gehen müssten), sondern nur, wie bekannt, einem speciellen, 
dessen Axe dann in der Ebene der drei Sehnen liegen muss. 
(Dann gehört aber auch jede Gerade jeder durch die Axe 
gehenden Ebene dem Complexe an, d. h. dann giebt es unend- 
lich viele Dreiecke , die N^ um- imd H einbeschrieben sind.) 

Da nun jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken irgend eines 
Ng umschriebenen Dreiecks geht, ein Kegelschnitt H ist, 

so folgt: 

e) ^Den speciellen linearen Complexen H im 
Baume entsprechen bei unserer Abbildung auf 
die Ebene die Kegelschnitte H und umgekehrt, 
und zwar ist das (Argumenten-) Quadrupel iZ d er 
Schnittpunkte von Hmit dem Normkegelschnitt 
identisch mit dem Quadrupel derTangenten der 
cubischen Normcurve, die die Axe des Com- 
plexes treffen.* 

75. Zu jedem Kegelschnitt H gehörte aber ein ^con- 
jugirter* Kegelschnitt H', der gleichfalls mit N^ die Punkte H 

gemein hat und mit H harmonisch ist zum Paare N^, f, (wo f 

der Kegelschnitt des Büschels H, H' ist, der N^ trägt). Die 

Gleichungen von H und H' gingen durch Vertauschung von 
3j?^g mitp^^ in einander über. Dadurch geht aber auch der 

Complex H in seinen conjugirtep H' über (dessen Axe zur Axe 
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von H conjugirt ist in Bezug auf den Nullcomplex der Curve) : 
andrerseits vertauschen sich dabei die Sehnen und Axen des 
Complexes H^ sowie die Axeu und Sehnen voo H' d. h. 

e') ^Die Punkte des Kegelschnitts H rep ra- 
sen tiren die Sehnen der cu bischen Curve^ die 
dem ComplexeH angehören (d. h, seine Axe tref- 
fen), und zugleich die Axen der Curve, die dem 
conjugirten ComplexeH' angehören: entsprechend 
die Punkte des zu H conjugirten Kegelschnitts 
H'die Curvenaxen des Complexes H, sowie die 
Curvensehnen des Complexes H'.* 

76. Von den Kegelschnitten H wissen wir nach Früherem 
noch Folgendes. Die H ein- und N^ urabeschriebenen Drei- 
ecke sind Poldreiecke eines bestimmten Kegelschnitts Fy der 
mit Njj das Tangentenquadrupel H gemein hat und N^ trägt. 

Ausserdem ruht *) er noch (als Klassenkegelschnitt aufgefasst) 
auf dem Kegelschnitt H. 

Ebenso verhält sich zum Kegelschnitt W ein anderer, F'j 
gerade so, wie eben F zu H. Es mag dies jetzt noch schärfer 
dahin betont werden : 

Q jjln der Schaar der Kegelschnitte, diemit 
einem festen (N^) ein {gane beliebiges) Tangenten- 
quadrupel Hgem ein haben, giebt es ein Paar von 
solchen, die ^^ tragen. Sie seien F, F\ 

Andrerseits giebt es in dem Büschel von 
Kegelschnitten, diemit demselben festen Kegel- 
schnitt {N^ das Punktquadrupel ^gemein haben, 

ein Paar von solchen, denen unendlich viele Drei- 
ecke ein- undNg umbeschrieben sind. Sie seien 

II, H'. 

*) Es folgt dies ja auch uDmittelbar daraus, dass es Pol dreieck^ 
von F giebt, die Q e i n beschrieben sind^ 
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Dann sind sich H und F, bezüglich IT und F' 
eindeutig dadurch zugeordnet^ dass immer der 
erstgenannte Kegelschnitt den zweiten stützt^ 
und zugleich immer die dem ersten einbeschrie- 
benen DreieckePoldreieckedeszweiten sind. 

So gehört also zu irgend einem Kegels chnitt 
F stets ein und nur ein Kegelschnitt H und um- 
gehehrt. Daher mögen auch des Weiteren zwei 
solche Kegelschnitte als „zusam mengehörig* be- 
zeichnet werden.* 

77. ßie H resp. H' einbeschriebenen (und N^ um- 
beschriebenen) Reihen von Dreiecken bilden auf N zwei zu 

einander conjugirte Involutionen dritter Ordnung (cf. pg. 96), 
die wir noch kurz mit Rücksicht auf unsere Abbildung in's 
Auge fassen wollen. 

Eben noch zeigte sich, dass die j^II-Dreiecke* (wie sie 
kurz heissen mögen) , sofern sie N^ umschrieben sind, der 

Involution correspondiren , die die Ebenen durch die Axe 
des dem Kegelschnitt H entsprechenden Complexes H aus der 
cubischenNormcurve ausschneiden (oder kürzer: j^der Ebenen- 
involution der Complexaxen H*). 

Das Analoge gilt für Kegelschnitt- und Complex H'. 

Da aber die beiden Complexaxen H, H' in Bezug auf den 
Nullcomplex der cubischen Curve einander conjugirt sind, so 
ist die 5,Punktinvolution* (dasDualistische zur Ebeneninvolution) 
der einen identisch mit der Ebeneninvolution der andern, und 
die ^Ebeneninvolution* der ersten identisch mit der Punkt- 
involution der zweiten. Daher können wir dies so ausdrücken: 

>]) ^Die beiden durch die H-, resp. H'-Dreiecke 
auf Nj bestimmten Tangenteninvolutionen (dritter 

Ordnung) sind zugleich die beiden Ebenenin- 
volutionen der Complexaxen H, resp.H' und die 
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beiden Punktinvoliitionen der Compl exaxen H' 
resp. H.* 

Nun geht von jedem Punkte der Complexaxe H eine Sehne 
an die cubische Curve. Ist das vom Punkte an die Curve 

gehende Ebenentripel dargestellt durch a', so schneidet (cf. 

PS* ^^) ^^® Sehne aus der Curve die zu aj gehörige Covarianto 
A aus. Andrerseits entspricht dieser Sehne ein bestimmter 
Punkt des Kegelschnittes H, und zwar der, von dem das Tan- 
gentenpaar A an den Normkegelschnitt N^ geht. Umgekehrt 

entspricht jedem Punkt auf H eine Sehne der cubischen Curve, 
die die Complexaxe H in einem bestimmten Punkte a' trifft. 
Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem letzten Satze: 

x)^Die durch die Involution dritter Ordnung 
der H-Dreiecke (auf N^) bestimmte quadratische 

Schaarder zugehörigen Formen A führt mittelst 
ihrer Tangentenpaare zu den Punkten des Kegel- 
schnitts H' (und die durch die H'-Dreiecke be- 
stimmte Schaar der Formen A' zu den Punkten 
vonH).« 

78. Wir werden bsild nachher (Nr. 107) den einfachen 
geometrischen Zusammenhang zwischen einer cubischen Form 
und ihrer quadratischen Covariante, wenn beide auf einem 
Kegelschnitt dargestellt sind, kennen lernen. 

Zunächst fragen wir jetzt nach der Bedeutung des obigen 
Satzes über die ^Zusammengehörigkeit*' der Kegelschnitte H 
resp. H' mit F resp. F'j für den Kaum. 

Nach pg. 112 entspricht einem Kegelschnitt F, der N^ 

trägt, ein (in Bezug auf den Nullcomplex der cubischen Curve) 
sich selbst conjugirter linearer Complex F. Schneidet der Kegel- 
schnitt F aus iVj das Quadrupel f aus, so ist auch f da& Tan- 
gentenquadrupel der cubischen Curve, das dem Complex F an- 
gehört (cf. pg. 111). Das Nj und F gemeinsame Tangenten- 
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quadrupel JEf ist die Hesse'sche Covariaiite von f; dasjenige 
Tangenten quadrupel , das der zu F gehörige Kegelschnitt H 
mit Nj^ gemein hat (cf. pg. 108), die Covariante j^2jf — 3 i H,^ 

Für den Complex F stellt H die vier Punkte der cubi- 
schen Curve dar (cf. pg. 115), deren im Complexe ihnen zu- 
gehörige Ebenen die Curve berühren : die Berührungspunkte 
sind die Form yj2 j f — 3 i H^, Dem zu H conjugirten Kegel- 
schnitt H' gehört der Kegelschnitt F' zu, der aus N^ das 

Quadrupel f ausschneiden möge. Dann ist H auch die Hesse- 
sche Covariante von f, und auch die Invariante i ist beidea 
Formen f, f gemeinsam. Daher hat der Kegelschnitt H' mit 
Ng das Tangentenquadrupel yß j' f — 3 i H^ gemein (die 

Form f nebst den sich daran anschliessenden wird weiter 
unten noch näher bestimmt werden). 

Endhch entsprachen (cf. pg. 96) den Poldreiseiten von 
F, die Ng umschrieben sind, diejenigen ßegelschaaren dreier 

Tangenten der cubischen Curve N^^, die dem Complexe F an- 
gehören, und den Polvierseiten von F, die N^ umschrieben 

sind, diejenigen Tangenten quadrupel der cubischen Curve, 
deren Treffgeraden den Complex F bilden. Daher kann man 
den Zusammenhang zwischen den Complexen F^ F\ H, H' 
dahin formuliren : 

^^) 5,Zu irgend einem Tangentenquadrupel 

einer cubischen Raumcurve H, dessen Treff ge- 
raden H, H' seien, gehört stets ein Paar sich 
selbst conjugirter Complexe 1^, J" mit folgenden 
Eigenschaften. 

DievierPunktederCurve, derenindenCom- 
plexen JP, F' ihnen zugeordnete Ebenen die 
Curve berühren, sind beidemal dieselben und 
zwar die Berührungspunkte der Tangenten H. 

Diellegelschaaren der mit der Eben eninvolu- 
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1 10 nHresp.H' identischen Tan genteninvolution (dritter 
Ordnung) gehören dem ComplexeJF'resp. J?" an. 
Dadurch gehört zu jedem sich selbst conju- 
girten ComplexcjP eine bestimmte Gerade H und 
umgekehrt.'' 

79. Wir fragen nunmehr nach den ebenen Bildern der 
Geraden eines speciellen linearen Complexes H. Diese Frage 
löst sich durch die andere: 

Welche Beziehung herrscht zwischen zwei H- Kegel- 
schnitten ^ H, H^, wenn die Axen der ihnen entsprechenden 

Complexe H, H^ sich treffen sollen? 

Wenn die Geraden H, H^ sich treffen, so haben sowohl 

ihre beiden Ebenen- als Punktinvolutionen je ein Tripel ge- 
meinsam. 

Demnach giebt es ein N^ umschriebenes Dreiseit, durch 

dessen Ecken H, H^ und ein zweites desgleichen, durch dessen 

Ecken die den letzteren conjugirten Kegelschnitte H', H'^ 

gehen. 

Nun giebt es im allgemeinen vier Sehnen der cubischen 
Curve, die irgend zwei Baumgerade treffen, entsprechend den 
vier Schnittpunkten der beiden H-Kegelschnitte. 

Da sich in unserm Falle die beiden Raumgeraden treffen, 
so bestehen die vier erwähnten Sehnen aus den drei Sehnen, 
die in der Ebene beider Geraden liegen, nebst der einen, die 
durch ihren gemeinsamen Punkt geht. Dies ergiebt zufolge 
des Satzes (e') : 

X) ^Sollen die Axen zweier specieller Com- 
plexe H, H^sich treffen, so muss eines der vier 

Dreiecke, die man aus den Schnittpunkten der 
entsprechenden Kegelschnitte H, H^ bilden kann, 

dem Normkegelschnitt N^ umschrieben sein, und 
seidaher durch die cubische Form ifjj dargestellt. 
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Das Gleiche gilt dann von den beiden conju- 
girten Kegelschnitten H', H'^. 

Die bezüglich ecubiscke Form sei Y]']^. 

Dann sind die Punkte (cf. pg. 59) der Tangenten- 
paare A, A' (wo diese Formen die quadratischen 

Covarianten von yj^, >]'x sind) die vicri^en Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte H' H'j resp. H^ H^.* 

Daraus folgt dann sofort für die Geraden qines speciellen 
Coraplexes H : 

X^) „Den Geraden eines speziellen Complexes 

H entsprechen alle H-Kcgelschnitte, die durch 
dieEcken irgend eines der dem Complexe H ent- 

* 

sprechenden Kegelschnitte H ein- und N^ urabe- 
schriebenen Dreiecke hindurchgehen. 

Dem Netz der Kegelschnitte, die durch die 
Ecken irgend eines dieser Dreiecke gehen, ent- 
spricht das Geradenfeld einer Ebene durch die 
Complexaxe.* 

Und da alle diese Dreiecke Poldreiecke des Kegelschnitts 
F sind, so kann man unserm Satze (cf. die Anm. pg. 138) auch 
die Form geben : 

Xg) jjDen Geraden eines speciellen Complexes 

H entsprechen alle HK egelschnitte, diedenzum 
Kegelschnitt H (der dem Complex entspricht) ge- 
hörigen Kegelschnitt J'^ra^ew. 

Die Quadrupel der Schnittpunkte aller dieser 
H-Kegelschnitte mit dem Normkegelschnitt 
(iV-)sind identisch mit den Quadrupeln der Tan- 
genten, die die Geraden des Complexes H 
treffen. 

Speciell ist die Axe des Complexes selbst 
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eine Gerade desselben, also trägt der Kegel- 
schnitt H gleich fall 8 F. 

Daher erkennt man, wie dieser Satz zugleich eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes (Nr. 76 anm.) ist. 

Um die allgemeinere Frage nach den Bildern der Ge- 
raden eines ganz allgemeinen Complexes zu beantworten, 
legen wir zunächst den algebraischen Inhalt der Sätze „X* 
auseinander. Es wird dies zugleich vorher Gelegenheit geben, 
die wichtigsten hierhergehörigen Formeln (die sich bis jetzt in 
den Paragraphen 16 bis 20 zerstreut finden) einmal übersicht- 
lich zusammenzustellen und dann nach einigen Richtungen hin 
zu ergänzen. 

§. 21. 

Fortsetzung. Die Apolaritätsformeln für (lineare) Oomplexe und 

Eegelschnitte. 

80. Wir gingen ursprünglich von der binären Form /"aus: 

(1) f=-a\- a„X* + 4a,XV + 6a,XV* 

+ 4 «3 Xfi' 4- a, (1*. 

Dann war die Gleichung des linearen Complexes, dem die 
Congruenz der beiden Treffgeraden des Tangenten quadrupels 
f (der cubischen Normcurve N ) angehört und der in Bezug 

auf den Nullcomplex der Curve sich selbst conjugirt ist: 
(2) a^ - a^ s^ + a^ ^3 + a, s^ + a, 5^ + a^ s^ = 0. 

Die Sehnen (und zugleich die Axen) der Curve , die diesem 
Complexe angehören, bilden sich auf die Ebene des Norm- 
kegelschnitts N^ ab als die Punkte des Kegelschnitts, der N^ 

trägt: 

(3) F'*) ,-'- al ^. a, ol -f. 2 a, a^ a^ + 2 a, a, a, + a^ o\ 

+ «, (2 ^0 ^2 + ^) = 



^) Es tritt von jetzt ab die Nothwendigkeit ein, die Bezeichnungen 
noch schärfer zu unterscheiden, als es bisher nöthig war. Daeu dienen 
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Dann war die Involution (dritter Ordnung) der N^ um- 
schriebenen Poldreiseite von f dargestellt durch : 



zwei Prinzipien (vgl. dazu die weiteren Entwicklungen dieses Ab- 
schnitts) : 

a) Da unser Normkegelschnitt und unsere cubischc Normcurve so 
gewählt sind, dass die Theorie des letztern auf die des ersteren dadurch 
übertragen wird, dass (cf. Nr. 32) einer Sehne (X^ X^) von N^ der Punkt 

der Ebene (X^, X^) (mit den Tangenten X^, X^ an N^) entspricht, so wird 

der Kegelschnitt der Ebene, dessen Punkte den Sehnen eines 
linearen Complexes c entsprechen, gleichfalls der Kegel- 
schnitt e genannt (oder „der Sehnenkegelschiiitt dos Com- 
plexes c^). Der zum Complexe c (in Bezug auf den NuUcomplex der cubischeu 
Cnrve, was der Kurze w^en gewöhnlich fehlt) conjugirte Complex heisst 
der Complex c'i ebenso der entsprechende Kegelschnitt c' der zum Kegel- 
schnitt c conjugirte. ^ 

Dann entspricht auch der Kegelschnitt c' mittelst 
seiner Punkte den Axen (von N„), die dem Complexe c an- 
gehören (beisso also: „der Axenkegelschnitt des Complexes c*^). 
Da nun der Kegelschnitt (3) als Axenkegelschnitt der Geraden erscheint, 
deren Strahlencoordinaten p^^ die Coefficienten der Hesse'schen Form H 

(9) der Form/ (1) sind, so ist damit seine Bezeichnung „/>''" gefordert. 
Damit stimmt formal der Umstand überein , dass die N^ um- 
schriebenen Poldreiseite des Kegelschnitts F' (3) diejenige Involution 
dritter Ordnung auf N^ bilden, die der der ersten Polaren von / (1) 

conjugirt ist, so dass also auch in dieser Hinsicht der Accont ein charakte- 
ristisches Merkmal des Kegelschnitts andeutet. 

b) Die N^ tragenden Kegelschnitte werden mit lateinischen Buch- 
staben belegt (gewöhnlich die i^-Kegelschnitte (in Beziehung zu einer 
Form /) genannt). Dagegen die Kegelschnitte , denen Dreiseite ein- 
und N^ umbeschrieben sind, mit griechischen Buchstaben (gewöhnlich die 

H Kegelschnitte genannt, in Beziehung zu einer Form H (9), der Hesse^ 
sehen von / (1)). 

Diese letztere Bezeichnung hat insofern allerdings etwas Missliches, 
als sonst den Klassenkegelschnitten diese (griechische) Bezeich* 
nung beigelegt wird , und dadurch einige Collisionen unvermeidlich sind. 
Trotzdem habe ich mich für die gewählte Art entschieden, da der an- 
gegebene Gegensatz der F- und H-Kegelschnitte in unserer Theorie den 

W. Pr. Meyer, Apolaritüt. 10 
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(4) 



^, - ^(^ — a, X» + 3 a^ XV -H 3 a, X|i* -^ a, ji' 



Andrerseits ist dies die Involution der Tangententripel 
auf Nj, deren Regeischaaren dein Complexe a^ = ange- 
hören. Die sämmtlichen Verbiudungäebenen der zugeliörigen 
Berührungspunktetripel gehen durch die eine TreiFgerade des 
Tangentenquadrupels (1) (und diese heisse die dem Complex 
(2) ^zugehörige* Gerade) und die sämmtlichen Schnitt- 
punkte der Ebenentripel, die sich in genannten Berührungs- 
punkten der Curve anschmiegen, durchlaufen die andere Treff- 
gerade desselben Quadrupels (1). Oder kürzer: 

Die Involution (1) ist die Ebeneninvolution der zum Com- 
plexe (2) zugehörigen Geraden und zugleich die Punktinvolu- 
tion der zu jener conjugirten Geraden. 

Für die zu (4) conjugirte Involution gilt dann das Um- 
gekehrte. Nun waren (cf. Nr. 36) die Axencoordinaten einer 
Geraden, deren Ebeneninvolution durch 

[wx = w, X' -h 3 M, X* + 3 Mj X + w^ 
\^X = t;3 X' 4- 3 t;, X- + 3 t;^ X 4- t;^ 
gegeben ist, die folgenden: 

(6) <^(?,k = Wik 

woraus sich die Liuiencoordinaten derselben Geraden in be- 
kannter Weise mittelst der Beziehungen : 

(7) p 1»,^ = «,„, (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) 

ergeben. 

Somit lauten die Liuiencoordinaten der Geraden mit der 
Ebeneninvolution (4) : 



gewöhnlichen dualistischen an Wichtigkeit übertrifft. Im Übrigen 
ist durch eine theilweise mehrfache Bezoiohming gesorgt, dass Missverständ- 
nisse nicht wohl möglich sind. 



l 
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(8) Pi>ei = %% — 4 PP20 = %% — «1 %' 



2 



ßP28 =%% — ^S> ßP« = ^1 ^4 — «2 ^3' 



Pi^üS = «1 «3 



a 



s 
2' 



PP 



12 



«««* 



«1«8- 



Mit Einführung dieser p wird dann die Hesse'sche Form 
von f: 



(9) H 



8Ä^ 


^A 




1 


d\ 


^{1 ^u -^u 


^A 


^A (A. ^M 


^x 


^|i 







/ f 

'Jl '12 
'21 '22 



- J»« ^^-Sj»», XV + XV (3i>o,+i'„)-2 X|i»i>,3+i>,3 fiS 
also genau identisch mit der Darstellungsform einer Geraden, 
wie sie in Nr. 38 entwickelt wurde. 

jpDie ganze weitere Theorie beruht dann da- 
rauf, dass man nicht mehr die ursprüngliche 
Form /*(!), sondern ihre Hesse'schcjEf (9) zum Aus- 
gangspunkt nimmt.^ 

81. Sind die homogenen symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln von (9) X^ X^, X^, X^, bezeichnet mit s^^, s^, 5^, s,^ s^ ; 

so ergab sich (pg. 69) : (wenn man den unwesentlichen Propor- 
tionalitätsfaktor gleich Eins setzt): 



(10) 






V6», 



2 






wo i die Invariante zweiten Grades von / ist 

(3 P., — pj* 



(11) i = 



6 



Durch Vertauschung von 3 p mit p^^ erhält man die Linien- 

coordinaten der zu (8) conjugii'ten Geraden. 

10* 
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Dann lautete die Gleichung (cf. Nr. 51) des zu a^ = 
(3) gehörigen Kegelschnitts H (der durch die Ecken der N 

umschriebenen Poldreiseite von a\ z=z geht) : 



(12) H ~ >]J - aji?,3 + a„a, p^^ -f- a^a^i?,^ + a*i?, 



ot 



Ferner sind die Liniencoordinaten einer Sehne (a, ß) der 
cubischen Normcurve (wenn die a die homogenen symme- 
trischen Funktionen von a, ß sind) (cf, pg. 74) : 

Pl^ w = 4 P^'i3 = ^1^«^ Pl^'i« = 3 C7^a^ 
woraus durch Vertauschung von 3 p^^ miti^j, wieder die Linien- 
coordinaten der Axe (a, ß) hervorgehen. 

Daher stellen die Punkte des Kegelschnitts H (12) die 
(Curven-)Axen des speciellen linearen Complexes H dar (wenn 
die 7C variable Liniencoordinaten sind) : 

(14) H„ = TC^j 1>,3 4- 7U^, i?,, + TT^, 1>3, + 7^^, i>,, 
+ ^03^12 + ^^12^^03 = 

oder auch die Sehnen des zu H conjugirten Complexes. 

^D ieserZusammenhang zwischen den Gleich- 
ungen (14) und (12) bleibt aber aucli vollkommen 
bestehen, wenn die p^^ irgend welche Coeffi- 

cientensind^ also Comp lex (14) und Kegelschnitt 
(12) allgemeine werden.'' 

Die Sehnen des Complexes (14) sind dann dargestellt 
durch : 

(12') o] p^ + a„a. p,, + a^a^p^^ + o* j>„ + a\ '* 
Dies ist also der zu (12) conjugirte Kegelschnitt; wenn 



b 
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also die p Liniencoordinaten , der zu H conjugirte Kegel- 
schnitt H'. 

82. Die Kegelschnitte (12) (12') gewinnen eine über- 
sichtlichere Form, wenn man den neuen Kegekchnitt H\ = 
einführt; der aus N^ das Punktquadrupel H ausschneidet und 
Ng trägt; also sich zur Form H verhält, wie der Kegelschnitt 

F (3) oder a J = zur Form a^. Daher ist : 

(15) flj = o\p^ + a^ Oj p^, + a^ a^p,, + aj jp^ 



ÜJ 



(17) 



und der zu if gehörige lineare (sich selbst conjugirte) Complex: 

Dann schreiben sich die Kegelschnitte (12) (12') auch in 
der Form : 

Diese Formeln stellen wieder bei beliebigen p^ irgend 

zwei allgemeine; einander conjugirte lineare Complexe dar 
d. h. genauer die Axen (Sehnen) der cubischen Normcurve, 
die ihnen angehören. 

Sind dagegen die p Liniencoordinaten , so kann man 

nach (11) den Faktor J (3 P^^ — Pj durch 1/^ ersetzen. 

(Cf pg. 68.) 

Der zweite Faktor (4a^a^ — a*) stellt, = gesetzt, den 
Normkegelschnitt {N^ dar. In den Formeln (17) steckte der 
( Satz S' (pg. 136). 

83. Kehren wir noch einmal zum Kegelschnitt F (3) 



150 l^io Reje'sche Apolaritllt und die Normciirven. 

zurück; 80 haben wir noch zu bemerken , dass seine Gleichung 
in Liniencoordiuaten (sc. der ISbene) ist : 

(18) ul^ul p^^ 4- 2 w, Wj p,, + 2u^ ti^ i?,3 + u] p^^ 

+ w' (P,, + Pj + 2 ti, u^ J),3 = 0. 
Gerade wie dann der Kegelschnitt F (18) zum Kegel- 
schnitt H (12) gehört; so zum conjugirten Kegelschnitt H' der 
weitere F' : 

(18') u'l - ul p^^ 4- 2 w, u, p,, + 2 u^ u^ p^^ + u] p^ 



iS 



Wie H und H', so ui.terscheiden sich auch F, F* nur 
durch Vertauschung von 3 p^^ und p^^. 

Nennen wir die Coefficienteu in (18) a^^^, die in (12) rj^^, so 

ergiebt sich durch Vergleichung: 

(19) fi^ == a^^, >]o, = — 2 a,8, li« = - 2 a^^,r]^^ = a^^, r]„ = a^^, 

oder umgekehrt : 
(20) «^ = >J„, «Ol = — "2^ 1* — — 2 ' « ~ ^00' 

«02 = ^11» «11 = 2 + ^"* 

Daraus ersehen wir auch^ dass 

(21) <x,,-4«., = | = >'-2r,„ 

WO i die zu f (1) gehörige Invariante (zweiten Grades) ist. 

Dies liefert nebenbei mit Rücksicht auf die Bedeutung 
der Gleichung 

OL z=^ 4t oc 

n ^ ^02 

(cf. pg. 85) den Satz : 

a) „Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung; dass ein Kegelschnitt einen andern 
zugleich trägt und aufibmruht, istdie^ dassdas 
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Quadrupel der Schnittpunkte beider auf einem 
derselben ein aequian harmonisches ist. 
(Cf. Nr. 58). 

Dann ist auch dasselbe Quadrupel^ auf dem 
andern Kegelschnitt betrachtet; ein aequian* 
harmonisches. 

Endlich ist dann auch das gemeinsame Tau- 
gentenquadrupel beider, sowohl auf dem einen, 
als dem andern Kegelschnitt betrachtet, ein 
aequianharmonisches.^ 

Aus Früherem (cf. pg. 80) wissen wir, dass unter dieser 
Bedingung (i = 0) der Complex (2) a^ = ein spezieller 

wird und umgekehrt. 

Daraus folgt aber die Ergänzung zum letzten Satze : 

a^) ^Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung, dass ein Kegelschnitt einen andernzu- 
gleich trägt und auf ihmruht, istauchdie, dass 
er in Bezug auf den andern zugleich ein Kegel- 
schnittfund H ist d. h. dass es unendlich viele 
Poldreiseite des ersten giebt, die dem zweiten 
umbeschrieben sind, und zugleich unendlich 
viele Dreiseite, die dem ersten ein- und dem 
zweiten umbeschrieben sind. Die beiden Schaaren 
von Dreiseiten bilden (vermöge ihrer Seiten als 
Tangenten des zweiten Kegelschnitts) auf dem 
letzteren zwei conjugirte Involutionen dritter 
Ordnung.« 

Man erkennt dies auch folgendermassen. 

Irgend ein Kegelschnitt 

wird dann zu einem H-Kegelschnitte (12), wenn seine Coeffi- 
cienten die Liniencoordinatenidentität erfüllen d. h. wenn 
(cf. pg. 99) : 
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(22) b^ 6,, - 4 \^ 6,, + 6„ (2 6^ 4- 6„) = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung, in den Coefficienten des 
Kegelschnitts (3) geschrieben, ist 

(23) a^a^ — 4a,a3 4-3a; = ^* 

q. e, d, 

84. Jetzt nehmen wir die Frage nach den Bildern der 
Geraden eines ganz allgemeinen Gomplexes C in Angriff. 
Derselbe sei (bei ganz beliebigen Coefficienten p^^ gegeben 

durch die Form (14), die man auch so schreiben kann: 
(24) C —. n^^ i>^3 4- 7u^3 p^^ + n^^ p^^ + n^^ p^^ 

Dann sind die ihm angehörigen Curvenaxen dargestellt 
durch die Form (12) : 

(25) C'l = ol p^, + o^o^ p^^ + a^a, p^^ + a^ p^^ + a^,, 

+ ^0^» (^12 — ^03) = - i>a- 
Mithin sagt die Bedingung (24) bekanntermassen aus, dass 
der Kegelschnitt (25) apolar ist zum folgenden: 

(26) < ^ ul Tc^j + 2 u^u^ Ti^g + 2 u^u^ tc^, + w* 71^3 

+ W' (71,, + 71 J + 2 W^W, 71^3 = 0. 

Dies ist aber der Kegelschnitt F^ (18), nur dass statt der 
festen Liniencoordinaten p^ dort variable Liniencoordinaten 

7rjj^ (aller Geraden des Gomplexes G) hier auftreten. 

Durch Vertauschung von 3 n^^ mit 71,^^ geht der Complex 

C in den ihm conjugirten über oder was dasselbe ist, die Axen 
des Gomplexes C in seine Sehnen; desgleichen Kegel- 
schnitt (18) in den ihm conjugirten (18') (in den n^^^ ge- 
schrieben). Dies liefert aber mit Hülfe des Satzes pg. 148 
den wichtigen Satz: 

ß) ^Sind die Axen eines allgemeinen Gom- 
plexes C durch den Kegelschnitt C dargestellt, 



■ 



Die Rey6*8che Apolaritftt und die Normcurven. 153 

80 entsprechen den Geraden des Complexes die 
H-Kegelschnitte, deren zugehörige JP-Kegel- 
schnitte den Normkegelschnitt N^ tragen und 
zugleich auf C ruhen. 

Vertauscht man die Axen des Complexes C 
mit seinen Sehnen (oder, was dasselbe ist, mit 
den Axen des conjugirten Complexes C); so 
geht auch der Kegelschnitt C in seinen con- 
jugirten C über (wo G dadurch bestimmt ist, 
dass das Paar C, C* harmonisch liegt zum Paare 

85. Die letzte (Klammer-) Bemerkung ist schon früher 
(pg. 135) bewiesen, und zwar im Anschluss an die Form f (I). 
Da jetzt die Form H zu Grunde liegt, so modificiren sich 
die damaligen Entwicklungen in folgender Art. 

Setzt man den Complex (24) linear aus zwei andern 
zusammen, deren einer der NuUcomplex der cubischen Norm- 
curve sein soll, so erhält man zunächst: 

(24) K, i>,3+ 71,3 P,i + ^Of ^^31 + ^13 P%0 + ^3i'l2 + ^si'oS 

-^(3^3-^«)] +^[3^03-^121 = 
WO e noch variabel ist. 

Man bestimmt jetzt so, dass der erste Ausdruck in 
(24) durch sein Verschwinden einen sich selbst conjugirten 
Complex darstellt, d. h. einen solchen, der sich durch Ver- 
tauschung von 3 71 mit tt^, nicht ändert. Dies findet offenbar 

nur statt, wenn der Coefficient von tIj,, mit drei multiplicirt, 

gleich dem Coefficienten von %^ wird. Dies ergiebt 

(27). = -'^'»-^'» 
und unser Complex C geht daher in die Form über: 

(24')KiPM+««»Po.-»-^(«P..-»-"i8i'w-»-6^^"o8-l-^»)(3i'o,+i'«)] 
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Dann geht ans (24)' der conjugirte Complex C dadurch 
hervor; dass man dem zweiten Ausdruck das entgegengesetzte 
Vorzeichen beilegt. 

Dementsprechend formt sich die Gleichung für die 
(Curven-) Axen (25) unseres Complexes C in folgende um : 

(25 ') Cl = [ol p,, + a, a^ jj,, + a, a, p.^^ + a^ j).,+ ^{3p^ -\-pJ 

i^'] + 2 a.,a,)] - [l (3 p^ - p^,) (4 a,a, - a])] = 0, 
oder kürzer wegen (15): 

Daher schreibt sich auch die Gleichung des Complexes 
(24') mit Einführung der Bezeichnung 

(28) jyr, = 3 «^ - ,!., 

und mit Berücksichtigung von (15) (16) kürzer so: 
(24') C = H - ^ (3 j,„ - j,.,) N^ = 0. 

Damit ist der Beweis unserer Klammer-Bemerkung aufs 
Neue geleistet. 

86. Daraus erhält man im Besondorn für die Gerciden der 
ausgezeichneten Complexe jff , N sofort Folgendes : 

y) ^Den Geraden eines sich selbst conjugirten 
Complexes H =0 (der mit d er cubischen Norm- 

curve das Tangentenquadrupel H gemein hat) 
entsprechen die H-Kegelschnitte der Ebene, 
deren zugehörige 2^- Kegelschnitte (den Norm- 
kegelschnitt N^ tragen) undaufdem Kegelschnitt 

/i* = ruhen, wo der letztere JV^ im Punktqua- 
drupel If trifft undNjträgt.* 

^Ist der sich selbst conjugirte Complex im 
Besondern der Nullcomplex der cubischen Norm- 
curve(dem alle Tangenten der Curve angehören), 
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80 tritt an die Stelle des Kegelschnitts J7* = 

der Normkegelschnitt N^ selbst. Dann entsprechen 

also den Geraden des Nullcomplexes alle die 
H-Kegelschnitte^ deren zugehörige JF-Kegelschnitte 
(Nj tragen und) auf^^ ruhen.*' 

Der letztere Satz ist schon bereits im Satze a^ (pg. 151) 

enthalten, da bekanntlich (cf. Nr. 39) jede Gerade des Null- 
complexes von einem aequianharmonischen Tangentenqua- 
drupel getroffen wird (und umgekehrt ein jedes Quadrupel 
dieser ^Art eine Gerade des Nullcomplexes liefert). 

87. Herrscht endlich zwischen den Coefficienten p^^ die 

Liniencoordinatenidentität, d. h. wird der Complex (24) ein 
specieller, so wird der Kegelschnitt der Ebene, der seine 
(Curven-) Axen darstellt, ein H '-Kegelschnitt. Man hat daher 
in Satz ß) nur für C zu setzen H'. Aber in diesem Falle 
vereinfacht sich der Ausdruck des Satzes bedeutend, wie 
aus dem Satze (X^) des vorigen Paragraphen hervorgeht. Der 

Grund davon liegt in Folgendem. 

Da die p^^^ jetzt Liniencoordinaten sind, kann man sie in 

die Gleichung (26) einsetzen, dann stellt 

(29) «; = 

den festen JP'-Kegelschnitt dar, der zum Kegelschnitt H' 
(der die Axen des Complexes H darstellt) gehört. 

Setzt man andrerseits in die Gleichung (25) für den 
Kegelschnitt C statt der festen p^^ die variabeln n^^f so ent- 
steht dadurch sluü (25): 

(30) nl = 

die Gleichung des variabeln H '-Kegelschnitts, der die Axen 
einer Geraden unseres speciellen Complexes H darstellt. 

Nun ändert sich die Bedingung der Apolarität zwischen 
den Kegelschnitten (25) (26) durch Vertauschung der p 
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und 7ü.j^ nicht, also trägt auch der variable H'-Kegel- 
schnitt (30) den festen F'-Kegelschni tt. 

Endlich ändert sich unsere Apolaritätsbedingung (24) 
auch nicht durch gleichzeitige Vertauschung von 3p^ mit 

Pi2' Sti^j mit TT^g; wodurch also jetzt auch unser (specieller) 
Coraplex H unverändert bleibt, während die Kegelschnitte 
(25) (26), und damit auch (29) (30) in ihre resp. conju- 
girten übergehen. Dies ist aber der Satz X^ (pg. 143). 

5) „Die Bilder der (reraden eines speciellen 
Complexes H sind alle die H-K egelschnitte der 
Ebene, die den zum Kegelschnitt H (der das 
Bild der Complexaxe ist) gehörigen J^'-Kegel- 
schnitt tragen.^ 

§.22. 
Ergänzung der bisherigen Formeln. 

88. Wir haben jetzt noch, im Anschluss an die gewon- 
nene geometrische Grundlage der H- und JP-Kegelschnitte, 
eine Reihe von Fragen zu erledigen, die, so zu sagen, das 
Apolaritätsmaterial der Complcx- und Kegelschnittstheorie ab- 
runden, von denen einige jedoch einer wichtigen rein alge- 
braischen Ausdrucksweise fähig sind. Gleich die erste der 
Reihe ist von dieser Art. 

Durch das Punktquadrupel H auf N gingen zwei H- 

Kegelschnitte H, H', denen zwei F-Kegelschnitte JP, JP' zu- 
gehörten, die mit N^ das Tangentenquadrupel H gemein 

hatten und auf H resp. H' ruhten. 

Die Involution dritter Ordnung der Tangenten von N 

als Seiten der H' einbeschriebenen Poldreiseite von F' war 
die der ersten Polaren der Ausgangsform f (1). Diese selbst 
war das Quadrupel der Schnittpunkte von N^ und F\ 

In gleicher Weise ist dann das Quadrupel der Schnitt- 
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puDkte von N^ und F, es heisse f\ die Form, deren erste 

Polaren die zu den Kegelschnitten H und F gehörige, zur 
ersten conjugirte Involution bilden. 

Wir suchen die Form /*', d. h. die Schnittpunkte von 
N^ mit F. 

Nun geht der Kegelschnitt F (als Klassenkegelschnitt 
aufgefasst) aus F' (26) hervor, indem man 87:^3 mit n^^ 

vertauscht. 

Ehe wir aber so die Form für F aufstellen; legen wir 
statt der biquadratischen Form f (1) eine canonische Form 
zu Grunde, indem wir, was immer erlaubt ist, a^ = a^ = 

nehmen. 

Dann wird aus den Gleichungen (8) (26): 

(3 1) P^ =P,, = 0, p^^ - % a^,p^^ = a^ a^,P,,= - a^p^^^ = a^a^ 

(32) F' ~ ul a^ a, + ti\ (a^ a^ — a^) + u] a^ a^ — 2u^ u^ aj 
und F gewinnt die Gestalt: 

o («A <^Ä — 9ct!) 9 ^i^ ^A 

(33)F = <a,a, + «p-0- *^ *>«>,«* + 2«««, -"3- • 

Leitet man daraus in gewöhnlicher Weise die Gleichung 
xon F in Punktcoordiuaten ab, so kommt: 

Mithin schneidet F den Normkegelschnitt N in dem 
Quadrupel : 



(34) F; 



(35) f - {"• "* 3 -^ "*j JXX«, - 2X V. + «,« 

Da f und f in der Beziehung stehen, dass ihre ersten 
Polaren zwei conjugirte Involutionen bilden, so ist f eine 
Covariante von /*, also bekanntlich (weil vom vierten Grade 
in X) in der Form 

(36) f -.xjf^yiH 
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WO rr, y Zahlenfaktoren; j^ i die bekannten Invarianten von 
f sind und zwar für die gewählte canonische Form: 

(37) y = 6 a, (a, a, - a«), * = 2 (a, a, + 3 aj). 

Der Coefficient von X* im, Ausdruck X j f -\- y i H wird dann: 

(38) C-a^a^ [a, a, (6 a: + 4 y) - o* (6 z - 12 y)] 

Um für die gesuchte Form f die Faktoren x^ y zm 

finden^ genügt es, die Coefficienten von X* gleich zu setzen, 
dies ergiebt: 

(39) a; = — y = f» ""^ daher 

In der Thät tiberzeugt man sich leicht, dass für die 
beiden Involutionen 

^^^^ l/'.-t- '^' /", - (^' «, «, + ^- 4- M- «, «J + 0) 

+ X (X? + 3 X* a^ -f X.O 4- a^) 
+ x' (X! — X* (a, a,) + X .0 + (— a, a^) 
die Bedingung (7) 

erfüllt sind. 

Wir drücken dies in dem Satze aus: 

s) j^S tehen zwei biquadratische binäre Formen 
in der invarianten Beziehung, dass die Involutionen 
ihrer ersten Polaren'conjugirt sind, und ist die 

eine /*, so ist die andere '^^^-^ ; wo i,j, H die 

bekannten In- (Co-)varianten von /"sind.* 

89. Die geometrisch correspoudirende Frage ist die nach 
den gemeinsamen Tangenten des Normkegelschnitts N^ und 

des zu F gehörigen Kegelschnitts H. 

Das gemeinsame Tangenteuquadrupel von N^ und H' (wo 

H' zu H conjugirt ist) war schon früher (Nr. 56) gefunden: 
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Für UDsern Kegelschnitt O ist aber die Form g identisch 
mit H (von /), und daher die gesuchte Form Q)-^ die Hesse'sche 

Form der Hesse'schen Form von f. Diese ist aber bekanntlich 
die Form (57). 

93. Ehe wir die Beziehungen zwischen den bis jetzt 
gewonnenen biquadratischen Formen erörtern , stellen wir 
gleich die allgemeine Frage nach den Tangenten resp. 
Punkten, die die Kegelschnitte des Büschels ^JT* resp. der 
Schaar ^fl* mit dem Normkegelschnitt N^ resp. N^ gemein 

haben. 

Die Kegelschnitte des Büschels ^jET* bilden^ als Klassen- 
kegelschnitte aufgefasst; eine quadratische Schaar. Aber es 
ist leicht zu sehen, dass die gemeinsamen Tangenten der Kegel- 
schnitte dieser Schaar wieder ein Büschel bilden. Denn da 
sich unter dem Büschel 35 H* (oder H' -|- i H) der Normkegel- 
schnitt selbst befindet, der mit sich selber unendlich viele 
Tangenten gemein hat, so muss sich auf der linken Seite der 
Gleichung ftir die gesuchten Tangentenquadrupel ein in h 
ganzer, linearer Faktor absondern. Denn nur so kann diese 
Gleichung für einen gewissen Werth von h identisch ver- 
schwinden. Das Analoge gilt von der Schaar jj-iff*. 

Wir schreiben homogen das Büschel ,^H^ in der Form 
(cf. 50) 

(58) aH'-fßH = 

d. i. (cf. 25): [aß]^ = 

Da aber 

(59) H' - H = Q),, - ^^) « - 4 <!„ <!,), 

SO muss sich, da sich die in Frage stehenden Tangentenqua^ 

11* 



l64 ^^0 tlisye^sclie Apolaritkt nnd die NormcurYeü. 

drupel für H', H selbst (ef. (42) (46)) als lineare Combiqa- 
tionen von j f und i H ergaben, die ganze Schaar derselben in 
der Form darstellen lassen: 

(60) -^^±^(Xi/-+r»ff) = [aß]x=0 

■ wo (61) X = §, a + rj J, r=§,a + »,,ß. 

Es sind somit nur noch die Zahlenfaktoren ^^, tj^, 5^? '^t 
zu bestimmen. 

Zu dem Zweck machen wir wieder von derselben cano- 
nischen Form für /*(!) Gebrauch, wie bei den letzten Fällen. 

Dann geht (58) zufolge der Gleichungen (31) über in: 
(62) a*a,a,(a +ß) + a*a,a,(a+ß)+| (a^aj - 3«^«) + 

2<'o<'»^ K»4(3«-ß) + 3«l(«-3ß)) = -[aß], 
mithin in Liniencoordinaten : 

(63) [«ßL = <— ^^- «.«,(«. a,ß-3o;«) 
_^{36(a-|-ß)»a„a^o»_[a„a,(3a-ß)4-3a»(«-3ß)«]) 

-2«„«, ^ («0 «,ß-3a|a) {a, o,(3 a-ß)-|-3 a*(a-3ß)} 
+ „« fL+l o, o^ («^ a, ß - 3 a\a) = 0. 

Dann liefert die Combinirung von dieser Gleichung mit 
der des Normkegelschnitts N : 

(64)?^[X*a,a,(a,a,ß-3aJ«)+|{l8(a+ß)a„a,a* 

-^ 9a* (a - 3 ß) - a» aj (3 a - ß)) -|- ^i* a, a^ (a, o^ ß 

— 3 o* a)] = 
und durch Vergleichung mit (60) : 
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(65) X =■ 0--, F = " „^ - , und demnach endlich: 

o Ib 

(66) [a ß]x = --^^ ^{^("-^ ß) i /•-+. (ß - 3 a) » fl] oder: 

= '"^^^.{«(2jf-3iH) + ^i2jf + iH)}. 

94. Es schliesse sich unmittelbar daran an die ganz 
analoge Behandlung der Sc haar „H" : 

(67) Y F' + S F HE (cf. 52) 

r {«0 -Pol + 2 «„ M, i),, -H 2 M, «j i)„ -h w* P„ + «* (p„ + pj 

+ 2 w„ «, i)^} 4- 8 {«0 Pol + 2 M^ «, 1)^ -h 2 «, ttj p,, 

Da nach (51) 

(51) F'-Fe=2(j?^- ^3") («, «, - u\) 

80 kann man ; wie vorher , schliessen ; dass die Schaar der ge- 
suchten Schnittpunktquadrupel (mit N^) dargestellt ist durch 

(68) [YS]^=''+J(tri/--HFtfl) 

WO sich U, V linear und ganz aus y, S zusammensetzen. 

Für die canonische Form von f geht (67) über in : (69) 

[Y S]„ = w>o«2(r-H8)-H^l«,Ö4(r + 8)+ ! {a, a, (3 y -h 8) 

_ 3 aj (r + 3 8)} + "l^ (a„ a, 8 - 3 aj y) = 
also in dualistischer Darstellung : 
(J0)[r8l = xiy-f-^ a3a,{a,a,(3r + 8)-3aJ(r + 38)} 



/^*^ 
^ 



yM9 «0 «,«: (Y + 8)^ -(a,a, 8 -3 ajr)*} 
- 2 a;^«, J (a,o,8-3a*y){a„a^(3r+8) — 3a;(r-H38)) 
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+ «* ^+- % o, {«0 a, (3 r -+- 5) - 3 o» (r -t 3 S)) = 

was mit der Gleichung des Normkegelschnitts N^ combinirt, 
zum Punktqaadrupel führt: 

(71) [rS]x= ^-+--[X*a,a,{a„a,(3r+S)-3aJ(r-f38)) 

+ 2 X» {9 a, a, «J (y 4. S) - oj aj S - 9 a\ y} 
■ + «, «4 {«0 «4 (3 Y + 5) - 3 a* (r + 3 8)}] = 0. 
Der Vergleich mit (68) ergiebt durch Rechnung: 

(72) U^r+l, F=-| 

und endlich damit : 

(73) [r 8]x = ^-"t-. l Kr + 5) fi - i ß h) 

95. Diese beiden Resultate für [a ß];^, [y 8];^ mögen ihren 
besondern Ausdruck in dem Satze finden : 

(y)) ^Das Büschel j,H^ der Kegelschnitte (die 
^jim Punktquadrupel JB" treffen): 

(58) aH'4-ßH = 
hat mit Nj die Tangenteninvolution 

(66) [a ß]x = a (2; /•-3 i H) + ^ (2 j f + i H), 

andrerseits die Schaar y^II^ der Kegel-schnitte 
(die mit N^ das Tangentenquadrupel H gemein 

haben) 

(67) Y F' + 8 F = 
hatmitA^jdie Punktinvolution 



(73) [YS]x_ri/"4-5(if-»^) = o 



gemein.* 



96. Handelt es sich nur um dieses Schlussresultat (t]), so 
hätte man weit einfacher zum Ziele kommen können. 
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Denn da wir^ um zunächst das Büschel y^H^ in der Weise 
zu behandeln; wissen^ dass H resp. H' mit N^ die Tangenten 

(cf. (42), (46) 

gemein hat, und ausserdem die Gleichung aller seiner Tan- 
gentenquadrupel, wenn man das Büschel in der Form 

H' -h Ä H = 
schreibt, linear in h sein muss (cf. 60), so kann dieselbe nur 
die Form haben : 

(2 i /• - 3 i fl) + |ji /c (2 i /• + i fl) = 
wo (i zu bestimmen ist. 

Nun kann fllr A = — 1 (cf. (59)) diese Gleichung nur 
zu JET = werden, und umgekehrt, denn es giebt keinen 
andern Kegelschnitt, der mit-N'jdie Punkte H und zugleich 

mit N^ die Tangenten II gemein hat, als den Normkegel- 
schnitt selbst. 

Dadurch bestimmt sich |ji = 1, und wir haben die 
Form (66). 

Genau in derselben Weise kann man die Schaar y^H^ 
behandeln. Die Kegelschnitte F', F haben mit N^ die Punkte 

(cf. (40)) 

f=0, jf-iH=0 
gemein, und für den Normkegelschnitt, als Kegelschnitt der 
Schaar, kann die Gleichung der Punktquadrupelschaar nur zu 
£r = werden, so dass man sogleich zur Form (73) kommt. 

97. Mittelst des Satzes (rj) gehört zu jeder Form 

(74) l^jf+riiH=0 
ein einziger Kegelschnitt der Schaar „fT^^ und ein einziger des 
Büschels „H*^, sodass diese beiden Reihen dadurch projek- 
tivisch auf einander bezogen sind; und zwar wird für den 
Kegelschnitt des Büschels „ff' (58) 

«_— g- ,ß_— ^-— 
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also seine Gleichung 

(75) ?(H' + 3H) + 2rj(H-H') = 0. 

Speciell der Form f entspricht also der folgende : 

(76) H' 4- 3 H = o*i)„ + a.a^|>,, + o^o,l,^„ + a>,. 

+ ^ 4 + 2 a„ o^p^^ = 0. 

Andrerseits wird für den bezüglichen Kegelsclinitt der 
Schaar „H" (67) : 

Y = ^-hifj, 5 = — ifj 
also der Kegelschnitt selbst : 

(77) 5F' + 7j(F' — 1^) = 0. 
Endlich die projektivische Beziehung zwischen Büschel 
und Schaar ^If* : 

(78)H' + |jiH = 0, F' + vJ?' = 
gewinnt nach leichter Rechnung die Gestalt : 

(79) p + !^=-^_i=0. 

98. Endlich mag noch der Vollständigkeit wegen auch 
Büschel und Schaar ,,/* (in analoger Bezeichnung) der 
gleichen Behandlung unterworfen werden, wenn auch die be- 
züglichen Formeln bei weiteren Anwendungen in den Hinter- 
grund treten. 

Es genügt hier^ dem Büschel den Nor.mkegel8chnitt und 
den Kegelschnitt F' zu Grunde zu legen, da alle übrigen 
Formeln sich leicht, wenn man sie braucht, aus denen des ^H^- 
Büschels ergeben. • 

Für die ^/^-Schaar gilt dann das dualistische. 

Wir schreiben also das ^/^-Büschel in der Form (cf .pg. 161) 
(a, = a, = 0): 

(80) aj k'a^^d[ {k'a, - Ä;) + a^ // %-\-2o^ a, (Ä'a, + 2 Ä) 

= h' a* + Je (4 o„ o^ — a])=k'F'-{-kN^ = 
also in Liniencoordinaten : 
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(81) «» ¥ a, (Ä' a, - Ä) + u\ {V* «„ a, — (A' a, + 2 lcf\ 

+ m| *' a^ (Ä" a, — Ä) — 2 Mj M, (*' o, — le) {¥ a^+2T£) 
und daher die mit N gemeinsamen Tangenten : 

(82) h' [X* a, (k' a^^h) + X* [k' (o„ a^ — 3 a*) — 6 Äa,} 
+ a,(Ä'a,-Ä;)] = Ä'j*^ - Ä /| = 

Analog wird die j,/* Schaar: (mit dualistischer Be- 
zeichnung »3>')* 

(83) u\ p' a, 4- u\ (4 p' a, - p) + «» p' a, 
+ 2«,«, (p'a,-|) = 
also in Liniencoordinaten : 

(84) xl p' a, (4 p' o,-p) + ^^ {a,a,p'*- (p' a, + |)'} 

-Ha;*p'a,(4p'a, — p)— 2a;„a;Jp'a, + |)(4pa, — p) = 

und ihr Schnitt mit N^: 

(85) V fX* (4 p' a, a,-po^ + X* {4 p' (a, a, - 3 a») - 6 p a,) 

+ (4 p' a, a, - p a,) = *' (2 if p' - /• p) = 0. 
(rjj) „Die Tangenten resp. Punkte, die das 
Büschel resp. die Schaar ,,/*': 

(80) Ä' F' + Ä iV, = 0, resp. (83), p' O' + p N, = 
mit Njj resp. iVjj gemein haben, sind gegeben durch: 

(82) ^_ A /•= 0, resp. (83) 2 JET p' — fp = V 

99. Diese säramtlichen Formeln über die gemeinsamen 
Punkte resp. Tangenten der Schaaren f, fl, resp. der Büschel 



*) Umgekehrt hätte man aach mit zu grundeleguDg des Satzes (tj^), 

indem man die Form / mit H vertauscht und für letztere die heznglichen 
Covarianten bildet , und dann in der Weise der Nr. 96 verfährt, die 
Formeln ffir Büschel und Schaar „jET*^ ableiten können, 
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/', // mit dem Normkegelschnitte lassen sich ohne Weiteres 
auf die linearen Complexe übertragen. Es mag hier genügen^ 
den Satz mitzutheilen ^ der diese Uebertragung vollständig 
vermittelt. 

Wir wissen, dass die Punkte irgend eines Kegelschnitts 
der Ebene den (N^) Sehnen eines Oomplexes G entsprechen 

(der dadurch vollständig bestimmt ist). Das Schnittpunkt- 
quadrupel (N^j C) ist identisch mit dem Quadrupel der Tan- 
genten von JVg, die dem Complexe C angehören. 

Was entspricht den gemeinsamen Tangenten 
(N„ C). 

Den Schnittpunkten irgend einer Tangente X von N^ 

mit G: (Xa), (Xß) entsprechen die beiden Sehnen von JV^, die 

vom Punkte X ausgehen und dem Complex G angehören, 
durch die also die Ebene des Complexes, die durch den 
Punkt X geht, vollständig bestimmt ist. 

Durch das Zusammenfallen von a, ß ergiebt sich daher: 

Je) „Den vier Tangenten X^ (i = 1, 2, 3, 4) von 

Ng, die zugleich solche von G sind, entsprechen 

die vier Punkte a^ der cubischen Curve, deren 

durch den Complex ihnen zugeordnete Ebenen 
die Curve berühren." 

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon 
früher (pg. 115) kennen gelernt, wenn nemlich der Kegel- 
schnitt G ein F-Kegelschnitt ist. Schneidet derselbe N^ im 
Quadrupel /, so hat er mit N^ das Tangentenquadrupel H 

gemein: andererseits war aber die Bedeutung von H für 
die cubische Curve die im letzten Satze allgemein ange- 
gebene. 

100. Wir stellen die wichtigsten, einer eingehenderen 
Untersuchung zur Basis dienenden Kegelschnitte des ,,J5f" 
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Büschels und der „H"-Schaar in einer Tabelle zusammen, 
zugleich mit ihren Schnittpunkten und Tangenten, die sie 
mit dem Normkegelschnitt geraein haben (cf. Satz tj) : 

Tabelle (86) ») 



Binäre Form 



?; 



jff^^-Büschel. 



V 



JI"-Schaar. 



f (1) 

2jf—3iH{42) 
2jf+iHi46) 
2jf~iH{bl) 
H (9) 



H' + 3H (76) 
3 H' + H 

H', 



/ \ 



F \ 



H 



(17) 



F' 

F 

F' — 3F\ 
3F' — F ] 
F'-\-F=El= 



(50) 



Ol 



2?"— F=N, 



(51) 



H' + H = fl^(17) 
H' — H=iV,(59) 

Daraus ei'kennt man unmittelbar, dass man die vier Kegel- 
schnitte 

H' + 3 H, 3 H' + H, F' — 3F,3F' — F, 
abgesehen von den ihnen zugehörigen Formen, auch sehr 
einfach mittelst der andern einfacheren Kegelschnitte aus- 
drücken (resp. definiren) kann. Dies sprechen die Sätze aus: 

X) ,£b sind folgende Kegelschnittpaare zu 
einander harmonisch 
1) im Büschel ,fi«: 

(H'-f 3H',JV,) und 

(H + 3H',iV,) 
(H' + 3H,H + 3H'); 
2)inderSchaar „fl^*: 
(3 F' — F,B^ und 

(3F'-F',H^ 



(87) 



(K H) 

(fl^,H') und demnach auch: 



r2 



(88) 



(N„ F') 

(Nj, F) und demnach auch: 



{3F'-F,3F-F') , (N„S»)«. 



*) Die nicht nummerirten Kegelschnitte erhält man leicht nach 
ITormel (79). 
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101. Die Tabelle (86) zeigt ausserdem unmittelbar ^ dass 
die dualistischen Gegenbilder der Kegelschnitte 

F\ F, H', H 
keine andern sind, als 

H' + 3H, H + 3H', F' — SF, F — 3F\ 
Dies kann man aber auch leicht direkt, ohne Hilfe der 
zugehörigen binären Formen, nachweisen. 

Denn es war H' der Kegelschnitt, der durch die Ecken 
aller der N^ umschriebenen Dreiseite ging, deren Seiten (auf 

Ng) diejenige Involution dritter Ordnung bildeten , die zu der 

der ersten Polaren der Form f (1) conjugirt war. 

Der zu H' dualistische Kegelschnitt wird demnach um- 
hüllt sein von den Seiten der N^ einbeschriebenen Dreiecke, 

deren Ecken (auf j^^) dieselbe Involution bilden, wie die Seiten 

der H' einbeschriebenen Dreiseite. 

Dieser Involution gehörten zwei Elemente X^, X^ an unter 

der Bedingung (Gleichung des Kegelschnitts H') 

+ ^0 ^2 Ol2 - Pos) = Ö- 

Wir suchen die Verbindungsgeraden der Punkte X^, X^, 

die dieser Belation genügen. Nun waren (cf. pg. 44) die Coor- 
dinaten einer Geraden (X^, Xj: 

a 
(89) zu^ = a,, zu^ = — "2 ' ^^ = ^o' 

so dass der gesuchte Kegelschnitt.dargestellt ist durch: 
(90) u] 1)^3 — 2u^ u^p^^ - 2 u^ u^p,, + uIp^^ 

+«!(2i'o3+3l'..+2i'o,-3i'xJ+"o".(^+-^o3+ 3---2i>,,)=0 

oder nach (51) (59) : 

(91) fi«„-|(3i,,, - pj («„ „,_«|) _ fl^-2 1/| N,= 0. 

Nun war nach (50): 
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(50) Hl =- ^? 



1/l^N. 



r — F, mithin 



(92) 






3F—F 
2 

3F' — F 



Genau in derselben Weise gelangt man vom Kegelschnitt 
F' (50) zu dem dualistischen H' + 3 H (76), und durch Ver- 
tauBchung von 3 p^ mit p^^ (oder -|- yi mit — yi) vom 

Kegelschnitt F zu H + 3 H'. 

Dies möge durch den Satz hervorgehoben werden (mit 
Hülfe einer leichten Abkürzung): 

|i)gSind H', Hdie beiden Kegelschnitte, denen 
die Dreiseite zweier conjugirter Involutionen 
dritter Ordnung (auf einem Kegelschnitte N^) 

einheschrieben &indy und i^', 2^ die beiden andern, 
für die diese Dreiseite resp. Poldreiseite sind, so 
sind dualistisch F' — 3 F, F — 3 F' die beiden 
Kegelschnitte, denen die Dreiecke derselben In- 
volutionen (auf demselben Kegelschnitt N,^) um- 
beschrieben sind, und H'-f-3 H, H -f-3 H' die beiden 
andern, für die diese Dreiecke resp. Poldrei- 
e cke sind.^ 



§, 23. 

Fortsetzung und Schluss. Die Seimen und Axen der cubischen 

Raumcurve. 

102. Wir wollen am Schluss den bisher durchlaufenen 
Weg der Abbildung von Baum auf Ebene in der Weise kurz 
umkehren, dass wir zeigen, wie man von der allgemeinen 
Lehre der Baumgeraden (der H-Kegelschnitte in der Ebene) 
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wieder zu dem ursprünglichen Fundament der Abbildung 
(Nr. 23 fF.) zurückkehrt. Bei dieser Gelegenheit wird denn auch 
die Erklärung, wie sich die Co Varianten einer cubischen Form 
zu dieser auf dem (Norm)Kegelschnitt verhalten , nachgeholt 
werden. 

Die einem H-Kegelschnitt ein- und N^ umschriebeneu 

Dreiseite repräsentiren die Ebeneninvolution der entsprech- 
enden Geraden H auf N^^ Daran schliesse sich hier beiläufig 

folgende Betrachtung. 

Umgekehrt entsprechen dann den sämmtlichen Kegel- 
schnitteu; die einem festen, N^ umschriebenen Dreiseit (X^, X^, X^ 

umschrieben sind, die sämmtlichen Geraden der Ebene, die aus 
JVj die Punkte X^, X^, X^ ausschneidet. Lässt man beide Ebenen- 

zusammenfallen, so hat man das bemerkenswerthe Resultat: 

a) j^Man kann bekanntlich die Punkte einer 
Ebene bei festem Fundamental dreieck noch auf 
zweifach unendlich viele Weisen durch eine qua- 
dratische, ein-eindeutige, involuto rische Ver- 
wandtschaft aufeinander beziehen (indem man 
z.B.einen ganz beliebigen Punkt der Ebene sich 
selbst entsprechen lässt). 

Denkt man sich durch die Ecken des Fun- 
damentaldreiecks eine sonst beliebige Baum^ 
curve dritter Ordnung gelegt, so entsprechen 
jenen zweifach unendlich vielen Transformationen 
in der Ebene die zweifach unendlich vielen Ab" 
bildungen der cubischen Curve auf die Kegel- 
schnitte, die man dem Fundamentaldreieck ein- 
beschreibenkB.nu,^ 

Wir sind schon früher (Nr. 33) rein geometrisch zur Be- 
trachtung dieser quadratischen Transformation geführt, und 
wiederholen hier nur die dortige Bemerkung , eine nähere Be- 
trachtung derselben möge verschoben bleiben , bis sich in der 
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Theorie der biquadratischen Involution die Gelegenheit findet, 
sie an der ihr zukommenden Stelle zu untersuchen. 

103. Wir fragen jetzt zunächst nach der Bedingung, unter 
der ein H-Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt. Die Gleichung 
von H' war: 

mithin seine Determinante : 
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Es lässt sich aber 4 A' auch in folgende Form bringen: 

l^oi' -P«o' -P03I 
(3)4A'-i>,o; Piy^+Pii^ i'si'+CPw— 3f o3)(PoiP23-H^«2^'8i-H^03^,«) 

12^03' ^31' PiB 

WO der zweite Theil verschwindet. 

Durch Vertanschung von 3^^^ mit ^^^ würde sich daraus 

die Determinante A des Kegelschnitts H ergeben. 

Nun war aber (3) die linke Seite der Gleichung (cf. Nr. 37 
pg. 66) für die Geraden ^^j^, die in einer Ebene der Norm- 

curve liegen, also A = die Gleichung der Geraden p^^, 

die die Normcurve treffen. Dies liefert: 

ß) ^Zerfällt ein Kegelschnitt H in ein Linien- 
paar, so trifft die Gerade H die cubische Norm- 
curve und umgekehrt; zerfällt dagegen der zu H 
conjugirte Kegelschnitt H', so liegt die Gerade H 
in einer Ebene der cubischen Curve (u. u.).* 

104. Weiter ist aber leicht zu sehen, dass die eine Gerade 
eines Linienpaares H nothwendig Tangente von N, sein muss; 



/ 

/ 
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und umgekehrt eine Tangente von N^ mit jeder (Geraden der 

Ebene einen H-K egelschnitt repräsentirt. 

In der That, der Kegelschnitt H zerfalle in die Geraden 
Uy t?; so dass : 

so geht die Bedingung für die Coefficienten i\^^ (d. i. die Be- 
dingung, dass der Kegelschnitt i\^ ein H -Kegelschnitt ist 
(cf. pg. 99)) 

(5) ^00 ^M — 4 ^01 ^12 + ^11 (2 ^ö2 + ^u) = 

über in 

(6) {u^ w, — wj) (t?^ v^ — vj) = 0. q. e. d., 

also lautet die Ergänzung von (ß): 

ßj) »Die Geraden, die die cubische Curve 

treffen, entsprechen den Linienpaaren H der 
Ebene, d. i. den Linienpaaren, deren eine Gerade 
N^ berührt.« 

In der That folgt ja Satz (ß^) aus (ß), wenn man nur be- 
rücksichtigt, dass wenn eine Raumgerade die cubische Curve 
trifft, von den vier die Gerade treffenden Tangenten der Curve 
zwei coincidiren. 

Man kann aber auch beide Sätze (ß) (ß^) geometrisch un> 

mittelbar einsehen, vermöge der Fundamentalbedeutung eines 
H- K egelschnitts. 

Denn einem Linienpaar kann ein Dreieck nur so einbe- 
schrieben sein, dass entweder eine Seite des Dreiecks mit einer 
der beiden Geraden des Paares coincidirt, oder zwei Seiten 
des Dreiecks mit den beiden Geraden. Der zweite Fall ist 
offenbar nur ein Specialfall des ersten. 

Soll nun das Dreieck, wie für einen H-Kegelschnitt er- 
forderlich, ausserdem dem Normkegelschnitt N^ umschrieben 

sein, so folgen daraus die beiden gesuchten Sätze. 
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105. Sei nun die Tangente von N^ „x^', und die wei- 
tere Gerade, die mit ihr den H-Kegelachnitt bildet, (a, ß), 
BO zerfallt die zugehörige H-Involution (dritter Ordnung) in 
den festen Faktor (X — x) und eine gewöhnliche mit den Doppel- 
elementen a, ß. 

In der That haben ja die Ebenen durch die Kaumgerade 
H mit der Curve N^ einen festen Punkt (x) gemein. Der Ge- 
raden («; ß) in der Ebene entsprechen die Geraden der Fläche 
zweiter Ordnung, die durch N^ und die Gerade H gelit, und 

zwar der Schaar, der H nicht angehört. Die beiden Tangenten- 
ebenen durch H an diese Fläche sind auch solche an die 
Curve, und zwar berühren sie in den Punkten a, ß. 

Die zur obigen conjugirte Involution (d. i. die Punkt- 
involution der Geraden H) enthält den Cubus eines linearen 
Faktors (X — x). 

Unter den Dreiecken, die dem conjugirten Kegelschnitt 
H' (entsprechend der conjugirten Geraden H', die in der 
Ebene x von N^ liegt) einbeschrieben sind (und N^ umbe- 
schrieben) befindet sich demnach speciell die dreifach zählende 
Tangente x. 

106. Soll nun die Raumgerade H die Curve N^ noch ein- 
mal treffen, d. h. Sehne sein, so müssen a, ß coincidiren (in x'), 
und der bezügliche H-Kegelschnitt besteht dann aus dem 
Tahgentenpaar x, x' (von N^, und umgekehrt muss jedes Tan- 
gentenpaar von Nj einer Sehne von N^ entsprechen. 

Y) „Dies ist aber die ursprüngliche Abbild ung 
von Raum auf Ebene, nach der einem Punkte der 
Ebene (vermöge seines an N^ gehenden Tangenten- 

paare s) eine Sehne der cubischen Curve ent- 
sprach u. u." 

Die näheren Beziehungen der in diesem Falle vorhandenen 
Kegelschnitte H' H, F', F zu den bezüglichen Complexen 
w. Fr. u^jBT, Äpounat 12 
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sind schon früher besprochen *) ; so dass hier nur einige 
Ergänzungen Platz finden mögen, die sich im Wesentlichen 
auf die den Axen der cubischen Curve entsprechenden 
H-Kegelschnitte beziehen. 

Die einer Axe (xr') zugehörige Ebeneninvolution enthält 

die beiden Cuben (X — t)* und (X — x')*, setzt sich also aus ihnen 
linear zusammen. Dann gehört bekanntlieh jede cubische Form 
9, deren Hesse'sche Covariante A die Wurzeln x, x' besitzt, 
der Involution an, oder, wenn 9 irgend ein Tripel der Invo- 
lution, so ist sie dargestellt durch 

(7) <p + *<2 
wo Q die cubische Covariante von 9 ist: 

S) „Den Axen der cubischen Curve N^ ent- 
sprechen alle die H-Kegelschnitte, deren zuge- 
hörige (Nj umschriebene) Dreiseite eine Invo- 
lution (7) besitzen* oder auch: ^den Axen entsprechen 
alle nicJit verfallenden, N^ an zwei Stellen be- 
rührenden H-Kegelschnitte." 

107. Wie construirt man daher von dem gegebenen 
Punktepaar (x, x') = A aus die Involution (7) oder, was das- 
selbe ist, zu einer cubischen Form cp ihre Covarianten A und Q^ 

Dies ergiebt sich sofort mit Hülfe der Fundamental- 
eigenschaft des (Norm-)Kegel8chnitts, dass die Punkte (Strahlen) 
einer Geraden (Punktes) (a, ß) eine Involution mit den Doppel- 
elementen a, ß bilden. 

Denn benützt man die bekannte Beziehung von Q und A 
zu fj dass jede der Wurzeln von Q mit den drei Wurzeln 9 
ein harmonisches Quadrupel bildet, und dass die Wurzeln von 
A die Doppelelemente einer Involution sind, der je eine Wurzel 
von 9 mit einer zugehörigen von Q zusammen angehören, so 
hat man««) (cf. Sturm, Crelle 86, pg. 121 ff.): 



*) Insbesondere vergleiche man die Tabelle (86) (der Nr. 100) mit 
den Kesul taten der Nummern 63, 64. 
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e) ^Stellt man die cubisc^he Form cp durch drei 
Tangenten X^, X^, X^ von N^ dar, so treffen die Ver- 
bindungslinien der Ecken dieses Dreiseits mit 
den Berührungspunkten der resp. Gegenseiten 
-ATjimPunkttripelQ und diese drei Verbindungs- 
geraden treffen sich im Punkte A. 

Ebenso gilt die dualistische Construction.^ 

108. Für A war das Resultat schon in der Nr. 34 implicite 
enthalten. Denn drücken wir das dort erhaltene Ergebniss 
dualistisch aus, so heisst es: ^^In einer Ebene X^; X^; X^ liegt 

eine Axe der Curve N^, deren Ebenen a, ß durch die Co- 
variante A der cubischen Form gegeben sind,- deren Wurzeln 
\y K \ sind." 

Diese Axe ist nun offenbar die (einzige eigentliche) Doppel- 
tangente der Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen in 
\f \^ ^3^ di® d®^ Schnitt unserer Ebene mit der Tangenten- 
fläche der Curve N3 bildet. 

Dieser Doppeltangente und Axe entspricht nun nach der 
angegebenen Nummer (cf. auch Satz a) der Kegelschnitt der 
Ebene y der durch die Ecken des Dreiecks X^ X^ X^ (das N^ um* 

schrieben ist) geht und den Normkegelschnitt zweimal berührt. 

q. e. d. 

109. Mit den weiteren Ausnahmefällen der H- Kegel- 
schnitte wollen wir uns nicht aufhalten^ sie sind ohne Mühe an* 
gebbar; es wird vielmehr hohe Zeit, dass wir uns unserem 
Hauptabschnitt; der Theorie der Involutionen vierter Ord- 
nung, zuwenden; zu der wir alsobald gelangen, sobald wir 

»statt der (H-)Kegelschnitte durch die Ecken eines N^ um- 
schriebenen Dreiseits diejenigen durch die Ecken eines ganz 
beliebigen Dreiecks substituiren. 

Daraus wird sich dann ergeben, dass die projektivischen 
Theorien der rationalen ebenen Curve vierter Ordnung, ferner 

12* 
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der allgemeiDen ebenen Curve dritter Ordnung (sofern man 
sie als Jacobi'sche Curve eines Kegelschnittnetzes aufFasst); 
sowie der allgemeinen quadratischen involutorischen Transfor- 
mation in der Ebene, endlich auch die Theorie zweier cub- 
ischer Curven im Kaume , um unwichtigere hier nicht zu er- 
wähnen y mit der angekündigten Theorie der biquadratischen 
Involution in gewissem Sinne identisch sind , woraus denn eine 
grosse Zahl ^ theils schon bekannter y meistens aber neuer 
Eigenschaften der in Rede stehenden Gebilde fliessen wird; 
namentlich in dem Sinne der (erweiterten) *ternären und 
dann auch der quaternären Apolaritätstheorie. 

Ehe wir aber dieses Gebiet in Angriff nehmen^ möge 
noch die Theorie einer biquadratischen Form y die uns bisher 
beschäftigte^ in der Weise abgerundet werden, dass auch die 
Darstellung auf der biquadratischen Normcurve y soweit 
es nöthig ist, um den Zusammenhang mit dem Bisherigen 
deutlich hervortreten zu lassen, berücksichtigt werden soll. 

§.24. 
Darstellung der binären biquadratischen Form auf der biqna- 

dratischen Normcurve. 

110. Aus dem Hauptsatze des §. 13 geht einmal hervor, 
dass die Form 

(1) x^ X* — a;^ X' + a:^^ X* — iCg X + x^ = 

einen Punkt im Räume von vier Dimensionen , mit den 
Coordinaten rVj darstellt, bezogen auf die zugehörige Norm- 
curve : 

(2) X*: 4 X^ 6 X*: 4 X^ 1 = a;^: x^\ x^: x^ : x^ 

sodann aber auch, dass jedes Punktquadrupel {s^ der Curve, 

dessen Verbindungsraum *) {u^ = 0) durch den Punkt x^ (1) 

geht, der Bedingung: 



^) d. h. der Raum, der die vier Punkte des Quadrupels enthält. 
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genügt (wie auch umgekehrt, dass durch (3) sämmtliche 
Punktquadrupel der Curve von der angegebenen Art darge- 
stellt sind). 

In der That zeigen ja die damaligen Entwicklungen 
(cf. besonders die Anmerkung pg. 49); dass die Coordinaten u^ 

eines Baumes u zziO, der aus der Curve ein Punktquadrupel 

s^ ausschneidet; mittelst der Gleichungen bestimmt sind : 

(4) u^: u^-i u^: u^: u^ = s^: — A:j:—1: s^ 

so dass die Gleichung (3) mit der Gleichung d es Punktes 
x^ „w^ = 0** (wo aber j e t z t die a?j fest und die u^ variabel zu 

denken sind) identisch wird. 

111. Der bequemeren Anschauungs- und Ausdrucks weise 
halber möge statt der Betrachtung der Form (1) auf der 
Curve (2) die derselben Form auf der vom Punkte (1) 
in einen beliebigen Raum t? = „projicirten" 

Curve (2) zu Grunde gelegt werden. 

Diese'^) „Projektion" geht einfach (ganz analog einer 
solchen im gewöhnlichen Räume von einem Punkte auf eine 
Ebene) so vor sich; dass alle durch den Punkt (1) gehenden 
Räume m = (die als specielle Schnittgebilde alle Strahlen 

vom Punkte (1) an die Curve (2) d. h. ihren ,;Projektions- 
kegel'^ enthalten) mit einem festen; beliebig (doch sO; dass er 
zum Punkte und zur Curve keine specielle Lage einnimmt) 
gewählten Räume t; = geschnitten werden, wodurch die 

Räume u = in die Ebenen des Raumes v^ =z und die 

Strahlen des ;;Projektionskegels" in die Punkte einer 
rationalen Raumcurve vierter Ordnung ttbergehen, 
für die also irgend vier Punkte dann (und nur dann) auf einer 
Ebene liegen; wenn sie (d. h. ihre Argumente) der Bedingung 
(3) genügen. 
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Da jedes Quadrupel (3) zur Form (1) apolar ist, so folgt 
hieraus sofort , dass auf ein ganz beliebiges Coordinaten- 
System im Bauin t; = bezogen, unsere Curve dargestellt ist 

durch das System : 

(5) oy, = cp, (X) = a., X* + . . . a,, (i = 0, 1, 2, 3) 

WO die 9j der einen Bedingung zu genügen haben, irgend vier 

(linear unabhängige) zu (1) apolare Formen vierten Grades zu 
sein d. h. umgekehrt, wo die Form (1) die zur Gruppe der tp^ 

conjugirte Form ist. . 

(Dann sind nach Früherem die Coefficienten x^ in (1) die 

vierreihigen Determinanten des Goefficientensystems der (pj 

die sich also bei einer Gollineation des Baumes t; == nur um 

einen Faktor ändern.) 

„Umgekehrt stellen die binär-invarianten 
Eigenschaften der Form (1) (die zusammenfallen 
mit den combinant-invarianten Eigenschaften 
der fj) diejenigen quaternär-invarianten Eigen- 
schaften unserer Baumcurve(ö) dar, die identisch 
sind ipit denjenigen quinär-invarianten Eigen- 
schaften der Normcurve (2), diesich bei ihrerPro- 
jection vom Punkte (1) aus (in einen beliebigen 
Bäumt; =0) nie h tänder n.* 

112. Wir schreiben wieder, um die Gleichförmigkeit 
mit den vorigen Paragraphen dieses Abschnitts zu wahren, 
statt (1), (3) : 
(6) ax -1 a^ X^ + 4 ttjX* + 6 ttjj X* + 4 a, X' + a^ X* = 

Aus der Erzeugung der Form (6) aus (7) erkennt man 
zunächst sofort^): 

a) »Die Form ax = stellt (in diesem Para- 
graphen) die vier Punkte der Curve (5) dar, in 
denen eine Ebene vier consecutive Punkte mit der 
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Curve gemein hat (oder ktireer ihre vier „Undu 

lationspunkte^O ^^^^ amgekehrt bätt^ man den 
Titel dieses Paragraphen durch diese Definition 
der Form a^ ersetzen können.* 

Da a. nur dann zu sich selbst apolar ist; wenn ihre In- 

Variante i verschwindet, so haben wir*^) : 

pDie vier Undulationspunkte der Curve (5) 
liegen dann und nur dann in eiaerEbene, wenn 
die Invariante i ihrer Form a^ verschwindet.* 

Im allgemeinen ist durch drei Punkte der Curve 
(X^, Xj, Xj) der vierte (XJ eindeutig bestimmt, der mit ihnen 

auf einer Ebene liegt. Liegen aber die drei ersten in einer 
Geraden (die also dann eine dreifache Sehne der Curve ist), 
so wird der vierte (XJ unbestimmt d. h. die Argumententrip el 

(a^) der dreifachen Sehnen sind gegeben durch : 

,A ^~ «1 ^0 + »2 ^1 + % ^8 + »4 ^8 = ^ 

das heisst (cf.. Nr. 50) : 

ß) 3jDie zur Involution der ersten Polaren 
von a. conjugirte Involution (8) stellt die drei- 
fachen Sehnen der Curve dar.* 

Wir geben diesem Satze noch eine andere Form, indem 
wir ausdrücken, wann eine Sehne (X^, X^) der Curve diese noch 

einmal trifft. 

Dann haben wir aus den Gleichungen (8) oder anders 
geschrieben : 

(»1 %-+-«2 '^l + «8 '^2) + ^s(«2 \ + ^a'^l + % ^2) 
=^^1+^8^2 = 

X zu eliminiren und erhalten den Satz (cf. Nr. 51): 



(8) 
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ßj) ^Die Sehne X^, ^^(Xj) trifft die Curve noch 
einmal unter der Bedingung: 



(10) H, = 



^11 ^18 



= 0. 
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113. Excurs. Diese dreifachen Sehnen bilden bekanntlich 
(cf. Nr. 13) die eine Regelschaar einer Fläche zweiter Ordnung, 
der einzigen, die durch die Curve geht. Projicirt man nun, 
ganz wie oben , unsere Curve von irgend einem Raumpunkte 
aus auf eine« Ebene, so erhält man in dieser eine rationale Curve 
vierter Ordnung, für die vier Punkte in einer Geraden liegen, 
wenn sie zwei Bedingungen : 

(U) a. = 0, &, = ' 
geniigen. Soll aber der Projektionspunkt auf einer dreifachen 
Sehne liegen, so erhält die ebene Curve einen dreifachen 
Punkt. 

Andrerseits wird aber fiir diesen ein vierter Punkt (X ) in 

den Gleichungen (11) unbestimmt d. h. es finden die Rela- 
tionen statt: 

«1 ^0 + »2 ^1 + »5 ^2 + «4 ^5 = 

\ ^0 + *2 ^1 + h or, + 6^ CF3 = 

X 

und dies geschieht unter der Bedingung : 



(12) 



05) B 



% »1 O» «8 

h h K h 

et d d (l 

l 2 S 4 

\ h \ K 



= 0. 



Dies ist also die Bedingung des dreifachen Punktes der 
ebenen (der dreifachen Sehne der Raum-)Curve. In der That 
lassen sich (cf. Salmon, Höhere Algebra art. 220), wenn J5 = 0, 
die beiden Formen 
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(14) a,, ft, 

als lineare Combinationen derselben drei vierten Potenzen 
darstellen^ woraus unter Bildung von a , b die Existenz des 

dreifachen Punktes sofort ersichtlich ist. (Dann sind auch 
a., b. als Polaren einer Form fünften Grades darstellbar, 

worauf später noch zurückgekommen wird.) 

Schreibt man B mit Hülfe des Grassmann'schen Satzes 
(§. 1) in den Coefficienten der zu a., 6. conjugirten 

Gruppe, so kommt man thatsächlich auf die Form 
der Nr. 13 zurück, die nur in der dort angegebenen Weise 
zu ändern ist, um zur Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
in Punktcoordinaten zu gelangen. 

114. Kehren wir zurück zu Gleichung (10), so wird die 
Sehne X^, X^, die noch einmal trifft, zur Tangente, wenn 

Xj = Xg = X wird, wodurch H^ in die Hesse'sche Form H von 

a^ übergeht. 

Setzt man andrerseits in (9) X^ = X^ = X und eliminirt 
dann X, so gelangt man zu den Restpunkten X^ = p dieser Tan- 
genten. Diese Elimination lieferte (cf. Nr. 57) die Covariante : 

(9) Pz=z3jf—2iH=0 
und man hat somit : 

y) jjünter den dreifachen Sehnen unserer 
Curve (5) giebtes vier Tangen ten X (mit denRest- 
punkten p): dann sind die X die Wurzeln der 
Hesse'schenFormflvona., und die p die Wurzeln 
der Covariante (9) P.* 

115. Soll die Invariante j von a^ verschwinden (cf. 

Nr. 55) so giebt es ein Werthepaar 8^, S^ (Xj) das die Gleich- 
ungen : 

(10)Ü^iEa,T, + a,T, + a3^t = 
Ä — d X -I- a T "4- d X = 
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befriedigt, also mit jedem Werthepaar X^ X^ zusammen ein auf 

einer Ebene liegendes Punktquadrupel der Curve bildet und 
somit einen eigentlichen Doppelpunkt der Curve darstellt. 
Dann würde H das Quadrat einer quadratischen Form (deren 
Wurzeln eben 8^, S^ sind). In der That werden ja die drei- 
fachen Sehnen dann die Kanten des Kegels zweiter Ordnung, 
der die Curve vom Doppelpunkte aus projicirt und es ist evi- 
dent, dass die Tangenten (cf. y), die die Curve noch einmal 
treffen, keine anderen sein können, als die Tangenten des 
Doppelpunktes selbst. Somit gilt der Satz*®) : 

^i) »Wenn y = (un d nur dann), besitzt die 
Curve(5) einen eigentlichen Doppelpunkt 8^,8^. 

Dann wird sowohl ^als P gleich A*, wo 8^, 8jdie 

Wurzeln der quadratischen Form A sind, und 
zwar stellt genauer ffdie Tangenten des Doppel- 
punktes, Pdie in ihnen liegenden beidenPunkte 
dar.« 

Man kann die Argumente 0, oo als die des Doppelpunktes 
wählen, was vermöge der linearen Transformation 

X-S 

(ii)x' = *^-^; 

geschieht und zugleich h so bestimmen, dass a^ die einfache 

Form annimmt: 

(12)ax-X*-l. 

Dann wird 

(13)a._X,X,X3X,-l=0. 

Im allgemeinen dagegen wird 

(14) ax - (X-S^)* d^ 4- (X-S,)* d. 



und 



wo 



(16) a, - ^ (8,) (2^ + 4. (S,) d, = 
(16) <]; (X) K (X-X,) (X-X,) (X-X,) (X-X,). 
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116. Bücken die Argumente 8^, 8^ zusammen^ so wird der 

Doppelpunkt zur Spitze. Wir wollen die Invariantenbedingung 
dafür in verschiedener Form aufstellen. 

Sei vorläufig noch S^, S^, so kann man zunächst aus je 
zwei der drei Gleichungen (10) die aus 8^, 6^ gebildeten Funk- 
tionen Tj berechnen. 

Führen wir drei unbestimmte Faktoren p^, p^, p^ ein, so 
erhalten wir zuvörderst: 



(17) 



p 

P,^o = 


«1«« 

«««s 


P2^» = 


>•«! 
«««» 


1 


«0«! 
»■«« 






■ 


«oS 






p.^,= 


^-^1 = 




P. ^» = 




«.«»' 
«,»* 


-Po^. = 




P. ^. = , 

1 


1 

"'s "'s 



mithin zwischen den p die Belationen : 

(18)p^_--;^,P,^^-- 

also umgekehrt aus (17) (18): 



(19) 






PoV 



»1«. 



-2 



r2 *'2 j ^0 1 

'^A I a a 

' 2 Ä 



= - Po ^1' 
Po "^1 ^i 



«. 


«. 


«f 


»» 


'^o 


«« 


% 


«4 



= P«'fs 



p«^ 



Die Bedingung für das Coincidiren der Werthe 8 , S 

(20) 4 X, T, - tj = 
lautet daher nach (19) 



(21) 4 






i«««4 






Andrerseits werden dann aus den Gleichungen (19), wenn 
$ das Argument der Spitze bezeichnet, die folgenden ; 
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' 



(22) 



«1«, 



= Po' 



= p 8* 



«1«. 


.— 


-2 Po 8, 


«1»« 


««»4 




«««3 


'»0«. 

: a, a, 1 


= 


-2PoS',: 

i 


«««4 



= Po 5, 

= 4P,8* 



woraus sofort folgt , dasa die Hesse^sche Form vod a^ über- 
geht in 

(23) H~p^(\-S)\ 

Dies liefert zunächst : 

Sj) ^Ist i = und^' = (und nur dann), so be- 
sitzt die Curve (5) eine Spitze, die vierfach ge- 
rechnet die Hesse'sche Form von a^ bildet, so 

dass ihr Argument aus irgend zwei der Gleich- 
ungen (22) berechnet werden kann.^ 

Wenn aber i und j verschwinden, so hat bekanntlich a^ 

einen dreifachen Faktor 

(24) ax = (X-S)» (X-e) 
(Denn da dann auch die Discriminante von a^ verschwin- 
det, so ist es erlaubt, eine canonische Form fUr a^ einzuführen, 
in der a^z^ a^z^ 0. Dann aber muss wegen i = auch a 
verschwinden.) 

Nimmt man o einmal =0, das anderemal =qo , so gelangt 
man zu zwei Norraalformen von a-^j denen folgende beiden 

Normalformen der zugehörigen Form a entsprechen : 

Aus I geht wieder die allgemeine Form für die Spitze S 
hervor : 



(25) 



(26) K^ {\-S) (X,-S) (X,-8) (X, - 8) 
+ ÜT, [(X, - 5) (X,-^) (X,-S) + (X -5) (X,-S)(X,-5) 
+ (\-8) (^,-5) (\-8) + (X,-S) (X3-8) (X -S)] = 
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oder einfacher 

(260 IT, 4- iT. [^-1-3 + ^^ + ^ 4- 5^i-] = 

Diese Gleichungen werden noch mehr vereinfacht, wenn 
man der einen noch übrig bleibenden Undulationsebene das 
Argument co resp. beilegt. Dann gehen dieselben über in : 



(25)' 



fl s, = 

n s, = 



1*94 

Dies drücken wir in einem besonderen Satze so aus : 

5^ ^Rücken drei der vier Undulationsebenen 

der Curve (5) zusammen^ so wird ihr gemeinsamer 
Punkt zur Spitze (und umg.); hat diese das Argu- 
ments, sogehtdieBedingung; dassvierCurven- 
punkte in einer Ebene liegen, in die Form über: 

4 1 

(27) Si . — ^ = const. 

wodierechts stehende Constante verschwindet, 
wenn man (was immer erlaubt ist) der vierten 
Undulationsebene das Argument 00 beilegt. 

Legt man ausserdem zugleich (was gleich- 
falls erlaubt ist) der Spitze das Argument O'bei, 
so geht (27) über in 

(28) ^, = 

oder bei Vertauschung der Argumente 0, coin 

(28') 5^ = 0.« 

117. Nun gelingt es aber auch ohne Mühe, diesen Satz 
unmittelbar und continuirlich aus der Gleichung (15) 
a^ £= 0, die für den Fall eines Doppelpunktes 8^, S^ g&^t, ab- 
zuleiten, indem man S^ sich S^ immer mehr nähern lässt. 

Schreiben wir sie etwas anders: 
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(15) <KS,)-D4.(8,) = 

oder auch; wenn 

(16) 5j — S^ = A gesetzt wird 

in folgender Form: 

(15) *.W-^jL<!L_t.^_) = 0, 

so bemerken wir, dass sich D zugleich mit kleiner werdendem 
A der Eins nähert und in diese übergeht , falls A verschwindet; 
d. h. die linke Seite wird dann der Differentialquotient von if (S^) 

nach 8j^: 

(29) -Tg- = oder kürzer f (8^) = 0, 
oder auch nach Division mit cj> (S^) 

was sofort zu Gleichung (26") führt, von der man dann wieder 
zu (27) gelangt. 

118. Excurs. Clebsch**) schlägt ein ähnliches Verfahren ein 
fttr die rationalen ebenen Curven, nur dass er seine Betracht- 
ungen an die AbeFschen Integrale der rationalen Curve anlehnt, 
was wie man aus Obigem erkennt, durchaus unnöthig ist. 

Es mag bei dieser Gelegenheit der Zusammenhang beider 
Betrachtungen kurz erörtert werden. 

Der Einfachheit wegen beschränken wir uns gleichfalls 
auf die ebenen rationalen Curven (obgleich dieselbe Be- 
trachtung für j e d e rationale Curve gilt). Sei eine solche ge- 
geben durch: 

(31) ^, = T.(X) =: a,^ X» + . . a,„ 

so kann man stets die lineare Transformation ausgeführt 
denken, durch die irgend einer der Doppelpunkte die Argu- 
mente 0, 00 erhält. Dann müssen aber nothwendig die Be- 
ziehungen herrschen 
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(32) xa,. = a^ 

was zur Folge hat^ dass eine der Schnittpunktgleichungen; 
wenn sie nach §. 2 abgeleitet werden , in die Form übergeht : 

(33) X^ X^ X3 . . . X^ = X. 

Daraus folgt , wenn man sich die angewandte lineare 
Transformation wieder rückwärts ausgeführt denkt, dass sich 
das ganze System der Schnittpunktgleichungen ersetzen lässt 
durch das andere : 

(X _a ) (X,— a,) ... (X — aj *) 

WO (34) aus so viel Gleichungen besteht, als Doppelpunkte 
^i> ßi' ^o^^^n^^i^ Bin<l* (Die Constanten x^ sind dann leicht 

nach Clebsch mittelst der Curven (n — 3)**' Ordnung, die durch 
alle Doppelpunkte, immer einen ausgenommen, hindurchgehen, 
in ihrer Abhängigkeit von den a^ ß^ darzustellen.) 

Lässt man nun den Doppelpunkt zur Spitze werden , d. h. 
rücken a^, ß^ zusammen in r, so geht nach unserm obigen Ver- 
fahren (34) über in die andere 

(35) Sk "^ _ = const. = 
1 \ — r 

oder gpeciell (36) s^ = resp. s^_^ = 0. 

In der That ist ja dife Verbindungslinie der Punkte mit 
den homogenen Coordinaten a.^, ttj^, die Tangente des Punktes 

CO : diese wird aber unbestimmt (und nur dann) wenn der 
Punkt 00 eine Spitze wird, andererseits aber, wenn die beiden 
angegebenen Punkte identisch werden. Dann aber erhält man 
nach §. 2 als eine der Gleichungen (34) : 



*) Andrerseits ist diese Form a priori angebbar. Denn da jede 
der Scbnittpunktgleicbungen linear nnd symmetriscb ist und ferner, wenn 
». Pj ein Doppelpunkt, eine der Gleichungen für X^. = «j, X^ = ßj 

(ff Sf sss 1, 2, . . . n) identisch erfQllt werden muss, so kann sie nur die 
Form (84) besitzen. 
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8 . = const. 

Das Entsprechende gilt fiir das Argument 0. 

Wir gelangen nun zur Clebsch'schen Methode, wenn wir: 

(37) lg (X-«,) = ,i"), lg (X-ß.) = A lg x, = A, 

setzen. Dann erhalten wir im allgemeinen durch Logarith- 
mirung von (34) 

oder wenn nach 

(39) lg j^' = {^) = C^« 

gesetzt wird, 

(38') 2!;(0==A,. 

Dies ist die erste (Integral-) Form von Clebsch (für den 
Doppelpunkt a. ßj). Schreiben wir jetzt (38) etwas anders : 

(40) Sft<« = A 2v(i) 

k k "^ 

und lassen nunmehr a^ und ß^ sich nähern , so nähert sich A^ 
der Grenze und wir haben für a^ = ß^ 

(41)2|a«):-e0. 

k 

Dies ist die zweite (Integral-) Form von Clebsch (für die 
Spitze aj). Durch Differentiation gelangt man wieder zu 

den Formen (34) (35) zurück. 

In der That denkt man sich, wie häufig geschieht, die 
rationalen Curven continuirlich aus solchen vom Geschlechte 1 
(den elliptischen Curven) entstanden , so werden durch diesen 
Process die auf die Doppelpunkte der elliptischen Curve be- 
züglichen elliptischen Integrale dritter Gattung zu Logarithmen 
d. h. man gelangt von den Gleichungen des Aberschen Theo- 
rems, nach denen die Summe von n Werthen eines solchen 
Integrales, bezogen auf die n Schnittpunkte der Curve mit 
einer Geraden, einer Constanten (abgesehen von Perioden) 
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gleich Ißt, continuirlich zu Gleichung (38') und dadurch zu (34). 

Man kann also sagen : 

^Durch die Substitution (37) ^X— a, = el^»« gehen 

die Gleichungen des Schnittpunkttheorems der 
rationalen ebenen Curven über in die des Abel- 
schen Theorems für dieselben.*^ 

Für Raum- (und höhere) rationale Curven treten Doppel- 
punkte im Allgem einen nicht mehr auf; so dass dann auch 
die Form (38) resp. (34) nicht mehr möglich ist, dafiir werden 
wir aber, wie sich später zeigen wird^ in vollständiger Analogie 
mit der Ebene, die vierfachen Sehnen (und entsprechend in 
höheren Räumen die sechsfachen Ebenen etc. der Curven) ein- 
führen. Ist eine solche vierfache Sehne einer Raumcurve durch 
die Argumente 

s s s s 

1 2 $ 4 

bestimmt, so lauten stets zwei der Schnittpunktgleichungen 
der Curve: 

U', <K8,) + (r,4.(8,) + d',<Ks,)+rf; 4.(sj = o 

U. S. f. 

119. Von der Co Variante 6 wurde pg. 117 gezeigt, dass 
ihre drei Wurzelpaare e^, yj^ (i = 1; 2, 3) die Eigenschaft 

haben, dass sowohl ej tj^ als t^'rf^ ein zu a. apolares Quadrupel 

bilden d. h. die Gleichung a = befriedigen (und dass 

umgekehrt dies die drei einzigen Werthepaare *) der Art sind). 
Dies giebt den Satz : 

e) ^Die Covariante 6 stellt die drei (eigent- 
lichen) Sehnen derCurvedar, die zugleichAxen 
(Linien zweier Osculationsebenen) derselben 
sind.« 



(42) 



*) Mit getrennten Elementen, denn uneigentliohe Werthepaare der 
Art (mit zusammenfallenden Elementen) sind ja durch X X gebildet, wo 
X eine Wurzel von cu ist. 

W. Fr. Meyer, ApoUritftt. 13 
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120. Endlich fällt ein Berührungspunkt der Tangenten 
(cf. y)y die noch einmal treffen , mit seinem Restpunkt zu- 
sammen , wenn die Tangente zur dreipunktigen wird und um- 
gekehrt. Dann hat man in den Gleichungen 

(9) ^, = 0, ^, = 

X, = X. = X. = X ZU setzen und X zu eliminiren. 

4 V s 

Da aber Ä^, A^ durch Gleichsetzung der drei Argumente 

Xp Xg, Xg zu den ersten Differentialquotienten von a. werden 
und deren Resultante gleich der Discriminante D von o. ist; 
so hat man : 

Q 2,Eine in drei consecutiven Punkten tref- 
fende Tangente der Curve ist (und nur dann) 
unter der Bedingung Z> = vorhanden^ dann ist 
sie die Axe von zwei consecutiv gewordenen Undu- 
lationsebenen der Curve: das Argument dieser Tang- 
ente ist zugleich eine gemeinsame Wurzel vonffundP.* 

121. Mit Hülfe dieser Sätze ist es ohne Mühe möglich, 
alle weiteren invariantiven Bildungen (resp. Bedingungen) 
auf der Curve (5) zu studiren, was uns hier indess von der 
Ausführung unseres Hauptplaues, die Apolarität (vor Allem 
die ternäre und quaternäre) in der Theorie einer (und 
mehrerer) biquadratischen binären Form nachzuweisen, zu 
weit abführen würde. 

Nachdem die Apolaritätstheorie einer solchen Form im 
Wesentlichen durchgeführt ist, erübrigt noch die schon be- 
deutend schwierigere zweier solcher Formen d. h. die Theorie 
der Involutionen vierter Ordnung, die ja nach dem Hauptsatze 
des ersten Capitels mit der Theorie der Gruppen von drei 
solchen Formen identisch ist. 

Diese Theorie der biquadratischen Involution führt dann 
wieder unmittelbar zur Theorie einer und mehrerer Formen 
sechsten Grades, da beide aufs innigste verwachsen sind. 

Im Uebrigen sehe man den Schluss des vorigen Para- 
graphen nach. 
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Abschnitt m. 

Die binäre Form sechsten Grades und die biqua- 
dratiscbe Involution und ihre Apolaritätsverhältnisse 
auf den Normcurven ' zweiter , dritter und vierter 

Ordnung. 

§. 25. 
Die Darstellimg auf der cnbischen Nonncnrve. 

122. Dieser Abschnitt beginne mit einer einleitenden 
Bemerkung; die sich auf die Darstellung im Weiteren 
bezieht. 

Nach den systematischen Entwicklungen nemlich^ wie sie 
bis jetzt vorliegen ; und die besonders im zweiten Capitel 
(Abschnitt I und II) einzelne Wiederholungen , sowie Wieder- 
gaben von Bekanntem nicht vermeiden Hessen ^ dürfte eine 
thunliche Gedrängtheit von nun ab geboten sein ^ utn so 
wenigstens einen Theil des reichen Stoffes in dieser Arbeit 
bewältigen zu können. 

Um den Gang der weitern Theorie (mehrerer) biquadra- 
tischer Formen später nicht zu oft zu unterbrechen ^ möge 
zunächst die HUlfstheorie der binären Form sechsten GradeS; 
soweit sie sich an die Betrachtung dieser auf der cubischen 
Normcurve (und weiterhin auf dem Normkegelschnitt *)) an- 
lehnt und fUr die Abrundung der erstgenannten Theorie er- 
forderlich ist, vorausgehen. 

123. Nach Reye**) trägt (stützt, ist apolar zu) eine 
Fläche zweiter Ordnung F^ : 

(1) al -: 2 2 a,^ ^j a^^^ = (i, k, l, m = 0, 1, 2, 3) 



*) Die darauf bezügliche Betrachtung ßült mit der zur Normcurve 
vierter Ordnung gehörigen, wie sich zeigen wird, im Wesentlichen zu- 
sammen. 

13* 
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eine audere Fläche zweiter Klasse O^ (und umgekehrt ruht 

(stützt sich) dann die letztere auf der ersteren) : 

(2) < = S S u.^ a. a^ = 

unter der Apolaritätsbedingung (des Verschwindens der biline- 
aren Invariante beider) : 

(3) (aa)* = S S «,, a,^ = 0. 

Dann giebt es nach Hesse*^) ein (und damit unendlich viele) 
Poltetraeder der ersten (zweiten) , die der zweiten (ersten) um- 
(ein-) beschrieben sind. 

Wir suchen jetzt die Bedingungen, unter denen eine jF^ (1) 

alle einer cubischen ßaum- (Norm-)Curve unibeschriebenen 
Flächen zweiter Klasse O^ oder, wie wir kürzer sagen, die 

Curve stützt*). 

Die ganze der Normcurve 

(4) px^^ db 1, px^ = 3X, pa;^ = 3X^, pa^jj = X* (iVg) oder 

(5) ati^ = X', ou^ = — X*,au^ = X, aWg = — 1 (N3) 
umschriebene Klassenschaarschaar von O^ war gegeben durch 
(V. pg. 49) 

Soll demnach die F^ (1) die Curve N^ (5) d. h. die 

Flächen der Schaarschaar (6) stützen, so sind dazu die drei 
Bedingungen nothwendig und hinreichend: 

^D lese Bedingungen (7) sind vollkommen aus- 
gedrückt, wenn man die Coefficienten von (1) der 
Bezeichnung unterwirft: 

**) Im dualifitischen Falle nennt dann Reye (Crelle's Journal Bd. 82) 
die . Curve die cubische Polcurve der Flttche. Danach müsste man, 
wenn, wie oben, die Fläche F die Curve stützt, genau sagen: die Curve 

ist die cubische Polarencurve der Flftcho. Den Grund dieser Be- 
zeichnung wird man bald erkennen. 
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(8) a^ = a,:;^ (t + i = 0, 1, . . 6).« 
Dann geht die F^ (1) in die Gestalt über : 

(9) a^ = x^ (a^ x^ + «, a;, + a, x^ + o, a;,) + «^ (a, a;^ 

+ «, «i + «s «, + «4 ^s) + ^« («« *o + »S ^1 + »4 ^2 
+ % a;,) + ar, (a, a;, + a^ a:, + o^ a:, -\-a^x^ = 0. 

Da aber die canonische Form der cubischen Curven 
(cf. pg. 49) so gewählt ist, dass die homogenen Coordinaten x. 

eines fiaumpunktes gerade zusammenfallen mit den homo- 
geilen symmetrischen Funktionen a^ dreier Elemente jjl (der 

Parameter der durch den Punkt gehenden Ebenen der Curve), 
so entsteht (9) aus der einfacheren Form : 

(10) a ^ a, 5^ + a^ s^ + a^ 5^ -f. a^ s^ + a^ 5^ + a^s^ 

wenn man von den sechs Elementen X X^ . . . X^, aus denen 
die ^ gebildet sind; immer zwei einander gleich setzt: 

(11) Xj=X^ = |i^; Xj, = X^ = |i,; \ + \ = V'^> 

Soll dies auch äusserlich hervortreten , so schreiben wir in 
(9) die a statt der x und erhalten 

(12) a*=0. 

Der Schnitt der jF^ {(9) oder (12)} mit der Normcurve N^ 

(4) liefert das Sextupel : 

(13) /* = a^ = a^ = a^ fi* + 6a^ X|jl^ ■+- 15 a, X* |jl* + 20 a^X^ fi^ 

H- 15 a^ X* |JL* -h 6 a^ X^ 11 -h a^ X^ = 0. 
Dieses geht aus (10) a durch Gleichsetzen aller Elemente 
X hervor d. h. a ist die nach sechs Elementen X, X. . . . X. 
polarisirte Form a. (13). 

Daraus folgt dann, dass ^lan (cf. pg. 36) der Form a' 
(12) auch die Gestalt 

geben kann, sowie, dass die Klamm erfaktoren in (9) die dritten 
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üeberschiebungen (bilinearen Invarianten) der dritten Dif- 
ferentialquotienten von f über die cnbische Form mit den 
Wurzeln [a^, {i^, ^^ sind. 

ün)gekehrt ist die Form a^y also auch a^ = a' eindeutig 
durch a. bestimmt ; wie auch geometrisch evident ist; da durch 

sechs gegebene Punkte (13) /" = von N^ nur eine F^ gehen 
kann, die alle N^ umschriebenen O^ stützt. 

Da die Normgleichung einer cubischen Raumcurve, so 
lange diese eine eigentliche ist; immer (pg. 47) durch eine 
bestimmte Raumcollineation herzustellen ist; so hat man : 

a) jjDurch irgend sechs Punkte*) einer cubi- 
schen Braumcurve (auf der eine Parameterverthei- 
lung ausgebreitet sei) 

(13) \ = 

geht Qine einzige sie stützende F^y deren Glei- 

chung dann mittelst einer bestim.mten Colline- 
ation stets in die Gestalt gebracht werden kann: 

(12) (14) a; ^ a^. ^. ^, = 0.« 

124. Suchen wir nunmehr; ehe wir die F^ (12) näher 
untersuchen; die zur vorigen dualistische Entwicklung. 

Das der Curve 1^^ (4) einbeschriebene F^ - Netz war 

(pg. 48) : 

(1^) ^ (3 % ^» - ^!) + t^i (9 ^0 ^3 - ^1 ^•*) 

-H ^t (3 \ ^8 - ^J) = 0- 
Somit ruht eine Classenfläche <b^ 

(16) uj = 
auf der Curve N^y wenn : 



*) Man könnte anoh sagen : durch sechs Raumpunkte geht 
eine einzige F , die die durch die sechs Punkte gehende cnbische Raum- 

curve stutzt etc, 
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(17) ß„ = 3 ß^, ß„ = 9 ß^, ß„ = 3 ß„. 
Ersetzt man daher zuvörderst in (16) die ß^^, ß^^, ß^^ 

durch ihre resp. rechten Seiten in (17); so kann man dann 
wiederum die Bezeichnungsart einführen : 

(18) ß^ = ß,^,^ (i + ^ = 0, 1, . . . 6) 

wodurch aus (16) wird: 

(19) «^ - «J ß„ -H 2 «,«, ß, + 2 «,«3 ß, + «J ß, 

-t- ß, (2 «0 "« + 3 «\) + 2 ß, («. «3 + 9 «, «,) 

-H h (2 «, «a + 3 «J) = 0, 
and für das Sextupel der dieser Fläche mit Ng (5) gemein- 
samen Ebenen erhält man : 

(20) ßx = ß,X«-2ß,XV4-5ß,X*|t*-20ß,XV 
-|-5ß^XV*-2ß,Xfi»+ß,^« = 0. 

125. Diese beiden Formen (19) (20) bedingen sich also 
wieder gegenseitig eindeutig. 

Vergleicht man beide, so erkennt man ohne Weiteres, 
dass (19) entsteht, wenn man aus ß. (20) zunächst die Form 

ß^ (durch Polarisation nach sechs Werthen) bildet, und dann 
in ß^ die Substitutionen vornimmt: 

(21) o^ = u^ a, = — 3 w^, a^ = 3 w,, a^ = — %> 
Dies war aber a priori vorauszusehen, denn die Bildung der 
Gleichung einer Klassenfläche <b^f die mit Ng das Sextupel ß^ 

(20) gemein hat und auf N^ ruht, muss ja gerade so (nur 
dualistisch) erfolgen, wie die der Ordnungsfläche I^^ (12), die 

mit N^ das Sextupel a-^ gemein hat und N^ stützt. 

Da aber die a mit den Coordinaten eines Punktes identisch 
sind, so gehen vermöge der Gleichungen (21) (cf. pg. 49) 
Punkt- in Ebenencoordinaten (für dieselben Argumente 

q. e. d. 
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Andrerseits überzeugt man sich sofort; dass die bilineare 
Invariante der Flächen (12) und (19) identisch ist mit der der 
beiden binären Formen (13) a^ und (20) ß. . Demnach gilt 

der wichtige^ später vielfach benützte Satz: 

ß) ^Die bilineare Invariante zwei er bin äreu 

Formen sechsten Grades (a^, by) ist identisch mit 

der zweier quaternärerFormen zweiten Grade S; 
die, =: gesetzt, eine l^^resp. O^ darstellen, die 

eine (sonst beliebige) cubischeRaumcurve tragen 
resp.auf ihr ruhen, und mit ihr die gegebenen 
Formen a, 6 resp. gemein hab en. 

Sind also die binären Formen apolar, so auch 
die quaternären und umgekehrt.^ 

Auch dieser Satz ist leicht ohne spezielle Rechnung zu 
erhärten. 

Denn die Gleichung einer F^j die aus einer cubischen 

Curve das Punktsextupel aj[ ausschneidet und auf der Curve 
ruht, muss (wie auch aus (12) ersichtlich) offenbar vom ersten 
Grade in den Coefficienten von a^ sein : desgleichen die zur 

Curve bezüglich einer zweiten Form &;[ sich dualistisch ver- 
haltende Oj. 

Die simultanen Invarianten beider Flächen sind von einer 
linearen Transformation auf der Curve völlig unabhängig d. h. 

simultane Invarianten der Formen oyj b^ (durch die ja die 

resp. Flächen eindeutig bestimmt sind). 

Da endlich die bilineare Invariante der beiden binären 
Formen die einzige ist, die vom ersten Grade in den Coeffi- 
cienten beider wird, so ist der Satz bewiesen, der in dieser 
Art eine Verallgemeinerung*) des Nr. 49 aufgestellten ist. 

126. Wir kehren jetzt vorläufig wieder zu der einen F^ 
(12) zurück. 

*) Der ganz allgemeine 8atz findet sich in Cap. III dieses Werkes. 
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In Ebenencoordinaten schreibt sie sich : 



(22)0 = ti/ 



A 



(i et d d u 

1 2 $ 

CL a Q d u 

1 2 3 4 1 

«2 «3 «4 «5 «*2; 

j«S «4 % % %] 



= 



WO die rechte Seite die geränderte Determinante der F^ ist, 
die mit der Invariante vierten Grades c^ (cf. Salmon, Höhere 

Algebra, art. 252) zusammenfällt *). 

Corabinirt man (22) mit der Gleichung von N^, so ergiebt 

sich das die gemeinsamen Ebenen beider Gebilde darstellende 

Sextupel als die Co Variante von aj ^ /*: 

'Uli '1112 '1122 

(23) = Ä = fixnfwti '1222 

'1122 '1222 ' 222i 

d. i. die Determinante der vierten DifFerentialquotienten von f. 
Dieses Resultat wird sich bald auch geometrisch be- 
stätigt finden. Es ist die Erweiterung (cf. Kap. III) des 
Nr. 48 bewiesenen (ternären) Satzes und mag besondere be- 
tont werden, zumal da der eigenthümliche Zusammenhang der 
Formen f und H später eine sehr wichtige Rolle spielt. 

Y) jjHat eine eine cubische Raumcurve stütz- 
endeFjj mit ihr das Punktsextupel /"gemein, so 

sind die gemeinsamen Ebenen beider durch die 
Form If gegeben, wo/Tdie bekannte Co Variante 
von f (Determinante der vierten Differential- 
quotienten) ist.* 

Nehmen wir das Resultat vorweg, dass zu einer gege- 

*) Es ist dies die yoq Sylvester so genannte Catalektikante, deren 
Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedingung ist, dass die 
Form / als Summe von drei sechsten Potenzen darstellhar ist. Davon wird 
weiterhin Gebrauch gemacht. 
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benen binären Form H fünf andere gehören , so dass ihre Co* 
Variante H mit der ersteren Form identisch ist^ so gilt im An- 
Bchluss an y): 

5).^Seche Ebenen einer cubischen Bäum- 
en rve sind zugleich die Ebenen von fünf d-i e 
Curve stützenden Flächen zweiter Ordnung (und 
dualistisch).^ 

127. Wir gelangen jetzt mittelst der Form f zu einer 
sehr einfachen Darlegung der zum Theil schon von Reye 
(Grelle Bd. 82) eingehend untersuchten Eigenschaften der Pol- 
vielflache der Fläche (12), die der Curve N^ umbeschrieben 

sind. Man erkennt leicht die Analogie mit den Entwicklungen 
für den Norrakegelschnitt, auf dem eine biquadratische binäre 
Form gegeben war. 

Theilt man nemlich die sechs Werthe X in (10) a in zwei 

Gruppen 

Xj Xg Xjj X^ Xj. Xg mit den bez. symmetrischen Funktionen 

a,, T„ (i = 0,1,2,3) 

so geht (10) über in 

(24) a„ = 0. d. h. 

die Punkte (a) (x) bilden ein in Bezug auf unsere jP^ [(12) oder 

(14)] conjugirtes Paar. Aus der Symmetrie der Form (10) in 
den sechs Elementen X folgt dann sofort : 

e) „Irgend ein conjugirtes Punktepaar un- 
serer eine c u bische Curve stützenden Fläche be- 
stimmt*) (mittelst der beiden an die Curve ge- 

*) Ist eine beliebige Fläche zweiter Ordnang r»^ t= gegeben, so 
bestimmen bekanntlich44) (cf. z. B. Kosanes, Crelle*8 Journal Bd. 88, pg. 266 ff.) 
irgend vier conjugirte Punktepaare der Fläche sechs weitere, die mit 
den ersten die Gegenecken eines Polsecbsflachs der Fläche bilden. Es 
sind dies die zehn zerfallenden Flächen der dreifach unendlichen Schaar 
Ton Flächen zweiter Ciasso, die sich aus den ersten vier Pnnktepaaren 
linear zusammensetzt. 
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henden Ebenentripel) ein der Curve umschrie- 
benes Polsechs flach der Fläche (d. h. dessen sämmt- 



Der Übergang von diesem Satze zum obigen (i) gestaltet sieb ganas 
analog wie in der Ebene (cf. pg. 88). 

Sind durcb rier conjugirte Punktepaare irgend einer F^ weitere mit- 
bestimmt, so findet eine lineare Identität (in den a^^) der Form statt: 

In der That giebt das zehn Gleichungen, aus denen sieb gerade die 
zehn Unbekannten (die Verhältnisse der k nebst den Coordinaten der 
beiden Punkte eines fünften Paares) bestimmen. 

Soll nun schon ein conjugirtes Funktepaar weitere mitbestimmen, so 
müssen drei lineare Relationen zwischen den a^ stattfinden: dann zerfällt 

die Identität 

in sieben Gleichungen, die die jetzt vorhandenen sieben Unbekannten be- 
stimmen. 

Mithin muss für diesen Fall die F^ zu drei Flächen zweiter Klasse 

(und damit zu ihrer Schaarschaar) apolar sein. 

In unserem Falle ist diese Schaarschaar speoiell die einer cu- 
bischen Raumcurre f umbeschriebene. 

In der That giebt es ja dann, wie Satz (k) zeigt, Polvierflache Ton 
F^f die 9 d. h. Jeder der Flächen der Schaarsobaai: 9 umschrieben sind, 

was mit der bekannten (Hesse^schen) Erklärung der Apolarität über- 
einstimmt. 

Umgekehrt aber folgt aus dem Obigen noch nicht ohne Weiteres, 
dass es solche cp umschriebene Pol vierflache von F^ giebt; dies zeigt erst 

die Teztentwioklung. 

Man findet diese Beziehung von F^ zu 9 auch bei Reye (Grelle 

Bd. 82) des Näheren untersucht, der auch die umgekehrte Frage er- 
ledigt, welche Curven 9 zu einer gegebenen Fläche F^ gehören. 

Auch im Übrigen verweise ich ein für allemal auf diese 
und die verwandten45) Arbeiten Beyers, die mit unsern Unter- 
suchungen auf das engste zusammenhängen, wenn auch die ganze Unter- 
suchungsmethode eine wesentlich verschiedene ist. Sie aber haben mir 
die eigentliche Anregung zur Abfassung dieses Werkes gegeben. 



204 ^^^ Reyo*8che Apolaritftt und die Normcurven. 

liehe. Gegeneckenpaare solche conjugirten Piinkte- 
paare sind).^ 

jpEs giebt eine fünffach unendliche (oo*)*) lineare 
Schaar solcher der Curve umschriebenen Pol- 
sechsflache der Cnrve. Die bezüglichen Ebenen- 
sextupel stellen auf der Curve die ganze zum 
Schnittpunktsextupel von Fläche und Curve CO n- 
jugirte Gruppe dar.*^ 

Umgekehrt folgt hieraus mit Hülfe des Satzes (ß): 
Q ,5l8t eine cubische Curve nebst einer sie 
stützenden 1^2 gegeben, so construire man die (oo *) 

lin eare Schaar von Klassenflächen O^, die auf J?'^ 

und der Curve ruhen. Die dieser Schaar mitder 

Curve gemeinsamen Ebenensextupel sind die 

Ebenen der Polsechsflache des vorigen Satzes.*' 

^Die ganze zur Fläch e jF^ conjugirte Gruppe 

von (Klassen-) Fläclien setzt sich linear zusammen 
aus sechs Flächen der Schaar der O^^ und drei der 

der Curve umbeschriebenen Flächen.*^ 

^Die ganze zur Schaar der O^ conjugirte Gruppe 

von (Ordnungs-) Flächen setzt sich linear zu- 
sammen aus jPg und dem der Curve einbeschrie- 
benen Netze.^ 

128. Nun kann man aber den Satz (ß) und Gleichung 
(24) in derselben Weise auf eine ganze Schaar von 
Flächen 1^^^ anwenden , die nur sämmtlich der Bedingung ge- 
nügen müssen , die Curve zu stützen und gelangt 'so zu dem 
allgemeineren, später benützten Satze : 



*) Diese gebrAuchliche Abkürzung werde tod jetzt ab eingeführt. 
Eiiie andere Abkürzung tritt ferner des Öfteren später auf: so oft kein 
Zweifel herrseben kann, heisse es nur „Involution" statt „biquadratischer 
Involution". 
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T]) ^Gegeben sei eine cu biso he Eaumcurve 

und eine oo™ (m = 0, 1, . . 5) lineare Schaar von 
F^, die alle die Curve stützen. 

Dann existirt eine goI* (|jl = 5 — m) lineare 
Schaar von O^, die alle auf der J^'j-Schaar un d zu- 
gleich auf der Curve ruhen. 

Die der O^ -Schaar mit, der Curve gemein- 
samen Sechsflache sind aiZ^ der Curve umschrie- 
benen gemeinsamen Pol sechs flache derJP^-Schaar. 

Die zugehörigen Ebenensextupel der Curve 
bilden die ganze zur Schaar der Schnittpunkt- 
sextupel von Curve und l^^-Schaar conjugirte 

(ftiwäre) Gruppe." 

„Dem entspricht dann, dass die ganze zur 
i^j-Schaar conjugirte (quaternäre) Schaar sich 

linear zusammensetzt aus den Flächen der O^- 

Schaar und den der Curve umschriebenen Flächen: 
umgekehrt setzt sich die ganze zur Schaar der 
O^ conjugirte {quaternäre) Schaar linear zusam- 
men aus den Flächen der JP^-S chaar nebst den der 
Curve einbeschriebenen Flächen.'' 

129. Wir kommen jetzt wieder zu einer Fläche F^y die 

die Curve stützt, zurück und stellen ihre der Curve um- 
schriebenen Polfiinf- und -vierflache auf. 

Bekanntlich wird ein Polsechsflach einer F^ zum Polfünf- 

resp. -vierflach, wenn eine resp. zwei seiner Ebenen unbe- 
stimmt werden. 

Dann ist jeder Eckpunkt zur Gegenkante resp. Gegen- 
ebene conjugirt. Mithin werden diese speciellen Polsechsflache 
vermöge der bekannten Umformung der Form a (pg. 32) 

dargestellt durch die Gleichungssysteme : 
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(25) 



^« = o, ^0 + «, ^1 + . • »e -»5 = 



resp. (26) h - o, T, + a, T, + . . a, T^ = 0. 
U„ = a, T, + a, T^ + . . a, T, = 

WO die Ä^ resp. -4.jj^ diQ nach fünf resp. vier Werthen 

polarisirten ersten resp. zweiten Differentialquotienten von 
/■ — a® sind. 

Dies heisst aber mit Hülfe des Fundamentalsatzes des §. 5 : 

x) ^Die Ebenen der einer cubischen ßaum- 

curve umschriebenen (oo*, linearen) Schaar der 

Polftinfflache resp. der ( oo*, linearen) Schaar der 
Polvierflache einer die Curve stützenden und 
dasSextupel /* ausschneidenden i^^^^^^^^^^^^^^ 
zur Gruppe der ersten resp. zweiten Polaren von 
f conjugirten Gruppen dargestellt.*^ 

Diese der Curve umschriebenen Polvierflache von 
F^, die also eine biquadratische Involution auf der Curve er- 

zeugen^ bilden weiterhin den Kern der ganzen Ent- 
wicklung. Es wird sich zeigen^ dass man umgekehrt , 
von ihnen ausgehend^ wieder die i^^reconstruiren 

kann (und zwar in eindeutiger Weise). 

130. Zunächst zeigt man leicht^ wie aus dem letzten Satze 
wieder der Satz (y) hervorgeht. Denn aus den Gleichungen 
(26) folgt; dass man von den vier Elementen (Ebenen der 
Curve), die ein Quadrupel der Involution der Polvierflache 
bilden, eines beliebig annehmen kann; dann ist das Quadrupel 
eindeutig bestimmt. 

Man wähle als eine solche Ebene eine der gemeinsamen 
Ebenen von F^ und der Curve. Dann (und nur dann) liegt ihr 



'S. 
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Pol (in Bezug auf die F^) auf ihr^ d. h. es müssen von den vier 
Ebenen des Quadrupels zwei coincidiren. 

Zunächst ergiebt sich durch Elimination zweier der vier 
in (26) enthaltenen Werthe X^ X^ X^ X^, etwa X^, X^, die Gleich- 
ung (23)^ wenn man in ihr die vierten Difierentialquotienten 
nach zwei Elementen X^ X^ polarisirt. 

Dann stellt (23) die Bedingung dar^ unter der zwei Ebenen 
der Curve X^ X^, einem Quadrupel der Polvierflachinvolution 

» 

angehören. 

Fallen X^^ X^ zusammen^ so resultirt demnach (23) selbst. 

q. e. d. 
In der That kommt dies nur auf einen früheren Satz 
(pg. 41) zurück. Denn die Doppelelemente einer biquadra- 
tischen Involution sind ja die Wurzeln ihrer Funktionaldeter- 
minante. Diese ist aber identisch mit der iHrer conjugirten 
Gruppe, d. i. hier der Gruppe der zweiten Polaren von /) ist 
also keine andere als die Covariante H, 

131. Durch sechs beliebig gewählte binäre Formet sechsten 
Grades ist, wie wir wissen , im Allgemeinen stets eine siebente 
zu allen jenen apolare eindeutig bestimmt. (Nach früherer 
(§§. 2, 5) Bezeichnungsweise heisst dies : man fasst eine Form 

a^ als Schnittpunktform einer Jf2^ auf.) Dies hat hier zur 

Folge : 

X) jjSechs beliebig einer cubischen Raum- 
curve umschriebene Sechsflache sind Polsechs- 
flache einer bestimmten die Curve stützenden F^. 

Dann giebt er eine oo* Schaar solcher Pölsechs- 
flache etc. etc.'' 

132. Wir gelangen jetzt zu dem am Schluss von Nr. 129 
angedeuteten Satz, der sich algebraisch einfach so formu- 
liren lässt: 

|i) ^Die zu einer gegebenen biquadratischen 
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Involution conjugirte Gruppe ist (im Allgemei- 
nen) die Gruppe der zweiten Polaren einer be- 
stimmten Form sechsten Grades.*'^ 

Den Beweis führt man so. Ist die gegebene Involution 
eine ganz allgemeine, so auch ihre conjugirte Gruppe. Wir 
zeigen daher, dass drei allgemeine Formen vierten Grades 

(27) <e = ai, X = ix, «l» = c{ . 
die zweiten Polaren einer bestimmten einzigen Form 

(25) g ■ = gl 

sind, d. h. dass es drei bestimmte lineare Combinationen der 
cp, tp, )( giebt, die die zweiten DiiFerentialquotieuten von 
g sind: 

(29) 1^2 <P + V, X + ^2 ^ ^ ^,2 

Dies liefert acht in den neun Grössen jjl, v, tz homogene, 
lineare Relationen, die demnach ihre Verhältnisse eindeutig 
zu bestimmen erlauben. 

Denn die Möglichkeit, dass etwa zwischen diesen acht 
Relationen Identitäten stattfänden, wodurch die Wertlie der 
fji, V, TT unbestimmt würden, widerlegt sich z. B. so. 

Man sieht, dass für eine Form g ihre Co Variante H (23) 
mit der Funktionaldeterminante der Formen (27) zusammen- 
fällt. Demnach führt unsere Frage zu der andern : Wieviel 
Involutionen vierten Grades giebt es mit gege- 
benen sechs Doppelelementen? oder Wie viel For- 
mensechstenGradesgiebt es, die eine gegebene 
zur Covariante -ff haben? und dies wieder nach Satz y: 
Wie viel J^j giebt es, die mit einer cubischen Curve 

irgend sechs gegebene Ebenen gemein haben und 
die Curve stützen? 

Aus dieser letzten Form geht aber deutlich hervor, dass 
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es eine end liehe Zahl solcher geben mnsS; womit der auf- 
geworfene Zweifel erledigt ist. 

Von dieser endlichen Zahl von Lösungen gehört dann 
nach Obigem eine bestimmte zu der gegebenen zu (27) con- 
jugirten Involution. 

Die fragliche Zahl der Lösungen ist schon oben (Nr. 126) 
vorläufig als fünf angegeben. 

Somit ist Satz (fi) erwiesen und wir geben ihm die andere 
wichtigere Gestalt: 

fi') jjDie Theorien der binären Form sechsten 
Gradesund der biquad ratischen Involution sind 
identisch.* 

133. Mit Rücksicht auf diesen letzten Satz ist dann die 
Frage nach der Bedingung , unter der zwei Elemente X^, X^ 

einem Quadrupel einer gegebenen Involution 

(30) aj + A ßj 

angehören , schon in Nr. 130 erledigt. Denn sei f die binäre 
Form sechsten Grades, deren zweite Polaren die zur gege- 
benen Involution conjugirte Gruppe bilden, so ist die Be- 
dingung (cf. die analoge pg. 98) 

I A A A 

I IUI 1112 ^Uüi 

(31) = H . - - Ajjjjj Ajjjg Ajj^g 

A A A 

IIW 122a '^22221 
%^0 + «l^i + a2^a'ai^0+S^i+«3^2'«2% + ^3^i + «4^2^ 
^1^0 + «2^i + S^2>«2^0+»3^i + ^4^2'«*^0+«4^i + «5^2^ 
«2^0 + «3^i+*4^2'«3^o+«4^i+»5^2'^4S+«6^i+«6^2 

woH aus der CovarianteÄ von /"durch Polarisation der vierten 
Differentialquotienten nach zwei Werthen X^ X^ hervorgeht. 

Die Ecken der der cubischen Gurve umschriebenen In- 
volutionstetraeder liegen auf einer zweiten Curve, die wieder 
eine cubische ist, da nach (26) zu jedem Element X^ drei be- 
stimmte X^y X^ X^ gehören, die mit ihm ein Involutionsquadrupel 

W. Fr. Meyer, Äpolerität 1^ 
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bilden d. h. da in jeder Ebene der ursprüöglichen Curve nur 
drei Punkte der zweiten Curve liegen können (die drei Eck- 
punkte des durch die Ebene X^ bestimmten *) Tetraeders). 

Beide Curven stehen also in der Beziehung; dass der 
einen oo'- Tetraeder um- und der andern zugleich einbeschrieben 
sind; eine von Hurwitz^^) näher studirte Beziehung; die daher 
von jetzt ab immer kurz die Hurwitz'sche heisse. Dann können 
wir sagen : 

v) jjDie einer biquadratischen Involution an- 
gehörigen Axen einer cubischen Baumcurve (N^ 

sind Sehnen **) einer zweiten (H^), die zur ersten 

in der Hurwitz'schen Beziehung steht. Den sechs 
Doppelelementen if = der Involution ent- 
sprechen die sechs Tangenten von N^, die Sehnen 

von Hg sind. 

Jede Ebene vonN^istEbene eines N^um-und 
H einbeschr.iebenen Tetraeders (dualistisch jeder 
Punkt von Hg Eckpunkt eines solchen). 

StehteineCurveHgZuNgindieserBeziehung; 

so lässt -sie sich immer durch eine Gleichung (31) 
vollständig darstellen.* 

Somit sind die Begriffe j^biquadratische Involution auf 
einer cubischen Curve" und ^Hurwitz'sche Beziehung zweier 
cubischer Curven* vollkommen vertauschbar, und der Satz (|i) 
gewinnt jetzt £Ur die Theorie der cubischen Kaumcurven fol- 
gende Gestalt : 

|x") „Stehen zwei cubischeRaumcurveninder 

♦) Zu einer Ebene der Curve gehört ein Punkt als Pol (in Bezug 
auf die F^\ der mittelst des an die Gurre gehenden Ebenentripels das 
Tetraeder bestimmt. 

**) Im Allgemeinen giebt es bekanntlich sechs Axen einer cubischen 
Curve, die Sehnen einer zweiten sind, in unserem Falle aber unendlich 
viele. Wir kommen später darauf genauer zurück. 
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Hurwitz'schen BeziehuDg, so sind die bezüg- 
lichen um-resp. einbeschri ebenen Tetraeder die 
Poltetraeder einer bestimmten F^, die die eine 

Curve stütz t rcsp. au f der andern ruht; derenmit 
der einen gemeinsame Ebenen resp. mit der an- 
dern gemeinsame Punkte in die Doppelelemente 
jETder zugehörigen Involution fallen, und deren 
mit der einen gemeinsame Punkte resp. mit der 
andern gemeinsame Ebenen durch eine Form/* 
dargestellt werden, deren Co Variante jET mit der 
obigen Form jEfzusammen fällt.* 

134. Damit sind die Grundlinien einer Theorie verzeich- 
net, die der in den §§. 17 ff. durchgeführten ganz analog ist, 
indem man hier von einer binären Form sechsten Grades als 
Covariante H einer andern solchen Form ausgeht. Daher 
spricht sich der dem Satze Nr. 76 entsprechende so aus : 

TZ) ^Man gehe von irgend einem Sextupel H 
auf einer cubischen RauiQcurve 9 aus. Dann giebt 
es einmal fünfCurven H^, die zu 9 in der Hurwitz- 

schen Beziehung stehen, sodass sie die sechs 
Tangenten H zu Sehnen haben *); andrerseits 
fünf Flächen F^^ die 9 stützen und mit 9 das 

Ebenensextupel iZgemein haben. 

Je eine der Curven H„ ist einer bestimmten 

der Flächen JP^ eindeutig zugeordnet (und umg.), 

indem sie derOrtderEckender^ umschriebenen 
P olvi er flache von i^« ist.* 

136. Dieser Zusammenhang zwischen einer Curve H^^ und 

der ihr zugeordneten jP^ lässt sich leicht noch genauer verfolgen. 



*) Dies sind gerade (wie sich weiterhin herausstellen wird) die^ 
jenigen fünf cubischen CurTen, die überhaupt sechs Tangenten von ^ zu 
Sehnen haben. 

U* 
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Denn die Gurre H^ ist der Ort der Ecken der 9 um- 
schriebenen Tetraeder einer bestimmten Involution (mit den 
Doppelelementen H), also (cf. Hurwitz 1. c.) durch irgend 

zwei beliebige 9 umschriebene Tetraeder gerade so eindeutig 
bestimmt; wie die Involution durch ixe beiden bezüglichen 
Quadrupel. 

Mit Bücksicht auf die Sätze (p), sowie (e) bis (iq) hat man 
daher Folgendes: 

p) jjEinercubischen Raumcurve <p seien irgend 
zwei Tetraeder umbeschrieben. Deren Ecken 
liegen auf einer bestimmten Curve H^ (der dann 

noch unendlich vielesolche 9 umschriebene Te- 
traeder einbeschrieben sind). 

Für jedes der beiden gegebenen Tetraeder 
giebt es eine Schaarschaar vonFlächen O^; die 

ihm einbeschrieben sind und auff ruhen. Diese- 
seien S , 8^, Dann ist die H^ zugeordnete F^, für 

die alle H„ ein- und cp umbeschriebenen Tetraeder 
Poltetraeder sind, dadurch eindeutig bestimmt^ 
dass sie auf den drei Schaarschaaren S^j 8^j 9*) ruht 

Dann ruht sie auch auf jeder weitern Schaar- 
schaar, die durch je eines der obigen unendlich 
vielen Tetraeder mitbestimmt ist.* 

136. Will man umgekehrt von der Fläche F^ zur Curve 

Hj übergehen, so kann man gleichfalls von zwei, 9 umschriebenen 

Tetraedern ausgehen , wie im letzten Satze , oder auch von 
irgend drei 9 umschriebenen FünfSachen resp. irgend sechs 
der Curve 9 umschriebenen Sechsflachen. Die letztere That- 
sache ist schon im Satze (X) ausgesprochen gewesen. Hier 



*) Die Schaarschaar 9 ist der ahgekürzte Ausdruck für die 9 um- 
schriehene Schaarschaar von Flächen zweiter Klasse. Das Dualistische 
gilt vom Nutze 9. 
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handelt es sich um die Construktion der zugehörigen l^^. Diese 

fliesst wieder sofort aus den Sätzen (ß) (e) bis (iq) : 

a) ^I. Irgend sechs <p umschriebene Sechsflache 
sind Polsechsflache einer bestimmten (9 stützenden) 
F^. Diese Bestimmung geschieht so. Jedem der 

Sechsflache ist eine einzige Fläche O^ einbe- 
schrieben; die auf dem Netze 9 ruht. So ent- 
stehen sechs Flächen Oj (A = 1 . . 6). 

Dann giebt es nur eine F^, die die Schaarschaarcp 
und die sechs Flächen O^ (und damit natürlich die aus 
ihnen linear gebildete oo ^-Schaar) stütat. Dies ist die 
gewünschte. 

II. Irgend drei (p umschriebene Fünfflache sind 
Polfünfflache einer bestimmten (<p stützenden) F 

Die Bestimmung ist der in I analog. 

Es giebt für jedes der drei Fünfflache eine 

(»Mineare) Schaar von Flächen O^, die ihm einbe- 
schrieben sind und auf dem Netze cp ruhen. Diese 
seien Sp S,, S^. 

Dann giebt es nur eine f^^ die die Schaarschaar 
(p nebst den drei Schaaren ü^^ 2^; 21^ stützt. Dies ist 
die gewünschte.* 

Diese drei Sätze (p) (al) all) lassen sich kurz in einen zu- 
sammenfassen ^ der dann zugleich noch eine Reihe ähnlicher 
enthält; nemlich : 

t) 3,Die sechs Sechsflache des Satzes (al) lassen 
sich der Reihe nach ersetzen und zwar immer 
zwei durch ei n Fünfflach; undimmer dreidurch 
ein Vierflach.* 

137. Wir gehen jetzt über (analog dem Verfahren des 
§. 18; Nr. 52 ff.) zur canonischen Form der Flächen F^ (die die 

Curve 9 stützen) und der zugehörigen Curven H^. Diese fällt 
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wieder völlig mit der binären Canouizationsfrage zusammen. 
Zugleich treten dadurch verschiedene der oben entwickelten 
Eigenschaften von F^ in ein helleres Licht. 

Den Ausgang bilde wieder die Form aj ~- f, deren zuge- 
hörige F^ a\ (13) war. Man kann bekanntlich eine Form f 

auf fünffach unendliche Weise als Summe von sechs sechsten 
Potenzen darstellen: 

(32) f = T k, (X-af = al 

Dabei unterliegen nach dem schon oft erwähnten Rosanes- 
schen Fundamentalsatz die a der einzigen Bedingung, Wurzeln 
einer zu f conjugirten Form zu sein. Die säramtlichen Sex- 
tupel a sind somit durch die zu f conjugirte Gruppe (d. h. die 
9 umschriebenen Polsechsflache von F^) dargestellt. 

Werden ein resp. zwei resp. drei a unbestimmt, so dass 
man sie gleich X nehmen darf, so reducirt sich die rechte Seite 
von (32) auf die Summe von fünf resp. vier resp. drei Potenzen. 
Die bezüglichen Wurzelsjsteme a sind dann durch die zu den 
ersten, zweiten, dritten Polaren von f conjugirten Gruppen 
repräsentirt. Das letzte findet offenbar, wie ja auch bekannt, 
nur statt, wenn die schon Nr. 126 erwähnte Invariante B (Syl- 
vesters Catalecticante) verschwindet (wenn also die F^ zum 

Kegel wird). 

Die beiden andern Gruppen entsprechen der oo*- resp. oo*- 

Schaar der <p umschriebenen Polfünf- resp. -vierflache von F^. 

Nun ging aus a^ (32) die Gleichung von F^ hervor, wenn 
man erst die Form a (10) und daraus die andere a* bildete. 

Bei der Darstellung (32) geht dabei irgend ein Term der 
rechten Seite 

(33) Äj(X— a/überin5^af— Ä^ af-H^^af— 5^ «s^^^af— Ä^^a^+s 
mithin ist die Gleichung der zur Form f (32) gehörigen F : 



6 
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(34) F, - «5 - '£ h ('« «? - ', «f + 0, «, - 03)» = 0. 

Dabei sind die in's Quadrat erhobenen Klammerfaktoren 
rechts offenbar die linken Seiten der Gleichungen der sechs 
Ebenen a. der cubischen Curve N,. 

Diese Darstellung (34) ist aber wieder die bekannte der 
Flächen zweiter Ordnung vermöge eines ihrer Polsechsflache. 
Geht der Index i nur bis 5 resp. 4, so geht die Darstellung 
über in die vermöge der PolfÜnf- resp. vierflache. 

Und endlich; geht i nur bis 3, so besitzt die F^ ein Pol- 

dreiflach; ist also ein Kegel; und in der That war ja die Deter- 
minante der Fläche F^ identisch mit der Catalecticante B. 
(cf. pg. 201.) 

Dies Resultat drücken wir kurz so aus: 

ü) jjDer binären Darstellung der Formen 
sechsten Grades/* als Summen von sechs, fünf, 
vier sechsten Potenzen entspricht in eindeutiger 
Weise die quaternäre Darstellung der (eine cubi- 
sche Curve <p stützenden*)) Flächen zweiter Ord- 
nung als Summen von sechs, fünf, vier, zweiten 
Potenzen (d. i. mittelst ihrer 9 umschriebenen 
Polsechs- fünf- vi er flache). 

Diedie binäre Darstellung leistenden Sechs- 
Fünf-Viertupel sind durch diezu/*, ihren ersten 
und zweiten Polaren conjugirten Gruppen dar- 
gestellt. 

Verschwindet die Catalecticante .B von /", so 



*) Umgekehrt geht aus Satz (9^) hervor, dass man bei Zugrunde- 
legung einer ganz beliebigen Flilche zweiter Ordnung den Satz (u) 
immer anwenden kann, sobald man zur Gurre 9 irgend eine irgend 
einem Poltetraeder der Flftche eingeschriebene cubische Raumcurye nimmt. 
Vgl. die analoge, bekanntere Theorie der Ebene (Nr. 145). 
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läBst sich f al.8 Summe von drei Potenzen dar- 
stellenundJP'gWirdein Kegel." 

Das letzte können wir auch so ausdrücken : 

Die Catalecticante JB von f verschwindet, wenn zwischen 
den dritten Differentialquotienten von f eine lineare Identität 
besteht (denn dann giebt es cf. §. 7 eine zu ihnen conjugirte 
cubische Form). 

Daran schliesst sich dann der noch speciellere (später von 
Wichtigkeit werdende) Fall , dass sich f als Summe von zwei 
(sechsten) Potenzen darstellen lässt, wenn zwischen den 5 
vierten Differentialquotienten von f drei lineare Identitäten 
stattfinden. Denn dann giebt es nach dem citirten §. 7 eine 
zu ihnen conjugirte quadratische Form. 

Aus der Bildung der Differentialquotienten folgt sofort, 
dass die Bedingungen für diesen Fall auch durch das Ver- 
schwinden (der Kerne) (cf. §. 2) der Matrix : 



(34) 



OL (X a d OL 

1 2 3 4 



«1 % % «4 «5 = 

a, a, a^ a^ a. 



ersetzt werden können. 

Die Gleichung der F wird in diesem Falle von der Form 

d. h. ein zu den Ebenen a^, a^ der Curve 9 (N^) harmonisches 
Ebenenpaar. 

Uj) „Finden zwischen den vierten Differen- 
tialquotienten von f drei lineare Identitäten 
statt (d. h. verschwindet die Matrix (34)), so giebt 
es eine zu ihnen conjugirte quadratische Form 

(35) (X-a^) (X-a,). 

Dann zerfällt die eine cubische Curve <p 
stützende (und das Punktsextupel f ausschnei- 
dende) Fläche jPj in ein zu denEbenena^, a^vonf 
harmonisches Ebenenpaar. 
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Der Satz gilt; wie die Sätze U; auch um- 
gekehrt.* 

138. Ganz ähnlich nimmt auch die zu einer F gehörige 

Curve Hg (31) eine canonische Gestalt an (ganz wie der 

Kegelschnitt H in Nr. 62). 

Denn durch Einsetzen der nach zwei Elementen polari- 
sirten vierten DifTerentialquotienten der Form f (32), wo aber 
der Index i nur bis 4 gehen mag *), geht H^ (31) nach leichter 

Rechnung über in : 

(36)H, = SSS(Ä;,\fc,A,A^A,2),;|^ = 0(i,A,?, = l,2,3,4) 

I k 1 

Df 
oder auch = 2 v— r = 

.0 (37) f*- "^ '• •' - '■ "' +'"•''• = '-'■''*> 

„Demnach ist (36) die Darstellung einer zu 
einer gegebenen cubischen Curve <p in der Hurwitz- 
schen Beziehung stehenden zweiten cubischen 
Curve mittelst der <p um- und ihr einbeschrie- 
benen Tetraeder.* 

Daher findet der Satz der Ebene (Nr. 54 tu II) : „Stehen 
zwei Kegelschnitte in der Beziehung, dass es ein dem einen 
um* und dem andern einbeschriebenes Dreieck giebt, so giebt 
es solcher Dreiecke unendlich viele^ folgende (nicht voll- 
kommen analoge) Erweiterung: 

9) „Stehen zwei cubische Curven im Räume 
inderBeziehung, da8seseindereinen((p)um-und 
zugleich der andern (4^) einbeschriebenes Tetra- 
eder giebt, sogiebtesinder 00*- Seh aar von diesem 



*) Wir wollen uns auf den Fall der Poltetraeder beschränken, ob- 
schon für Polfünf- und -sechsflache die erste Form der Gleichung (36) 
$ich ganz analog erweitert (», A;, /, = 1, 2, . . . bis ö resp. 6). 
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Tetraeder einbeschriebenen cubischen Curven 
noch dreifach*) unendlich viele, für die es dann 
(einfach) unendlich viele Tetraeder giebt^ die 
irgend einer von ihnen ein- und 9 um beschrieben 
sind. 

Ihre Gleichung ist (36), sobald manunterden 
A'j**) variable Coefficienten versteht, während 



*) Demnach ist es für die dem Tetraeder einbeschriebenen cubischen 
Curven (^) nur eine Bedingung, zu 9 in der Hurwitz*schen Beziehung 
EU stehen. 

Diese kann, man mit Rücksicht auf das Sptttere so formuliren. 

Die sechs Kanten des Tetraeders repräsentiren sechs Axen der Curve 
9i die zugleich Sehnen der andern, ^, sind. Im Allgemeinen giebt es 
dann keine weitere Axe von 9, die Sehne von 4> wllre. Giebt es aber 
eine, dann existiren auch noch unendlich viele und die Curve (|> steht 
dann zu qp in der Hurwitz'schen Beziehung. Man kann daher sagen: 

„Die beiden im Satze (9) angenommenen cubischen 
Curven («p) (<{') stehen dann in der Hurwitz^sehen Bezieh ung 
sobald es eine weitere Axe von 9 giebt, die zugleich Sehne 
von t|» ist." 

**) Nimmt man andrerseits zwei beliebige der Curve 9 umschriebene 
Tetraeder an , so geht (cf. Satz p) durch die Ecken derselben eine ein- 
zige bestimmte Curve H , die in der Form (36) darstellbar sein muss. 

s 

Dann handelt es sich nur noch darum, die Coefficienten k zu bestimmen, 

was so geschieht. 

Sind die Argumente der beiden Ebenenquadrupel von 9 resp. 

aaaa; ß,8,6,ß 

80 muss es eine bestimmte binäre Form sechsten Grades / geben, die in 
den beiden Formen 

4-4 



1 * * 1 * * 



darstellbar sein muss. 

Die IdentitAt beider liefert aber sieben Gleichungen, linear und 
homogen in den acht Grössen k, k' wodurch ihre VerhÄltnisse eindeutig 

bestimmt sind. 



Die Reye*8cfae Apolaritttt und die Normcurven. 219 

die i)j und .4j die obige (jetzt auf unser Tetraeder 

bezügliche) Bedeutung haben.^ 

Die canonische Form der Curven H^ wird von grösserer 

Bedeutung bei der Betrachtung der binären Form f auf dem 

(Norm-)Kegelschnitt der Ebene^ die uns bald begegnen wird. 

Der zum Satze (9) parallele Satz für die Flächen F^, die 

ein gegebenes cp umschriebenes Tetraeder zum Poltetraeder 
haben^ ist dagegen dem bezüglichen Satze der Ebene (Nr. 55 
7C I) ganz analog. Denn dieser hiess rein geometrisch: ,,Giebt 
es ein einem Kegelschnitt 9 umschriebenes Dreiseit, das Pol- 
dreiseit eines zweiten ist, so giebt es unendlich viele und der 
zweite Kegelschnitt stützt den ersten.* 

Hier, im Räume ^ hat man mit Rücksicht auf Gleichung 
(34) sofort : 

^j) „Stehen eine Fläche zweiter Ordnung F^ 

und eine cubische Raumcurve <p in der Beziehung, 
dass es ein 9 umschriebenes Poltetraeder von i^^ 

giebt, so giebt es un endlich viele solche und die 
Fläche stützt die Curve. 
Denn seien 

(38) y^ = 0, y, = 0, y, = 0, y, = 

die Ebenen des Tetraeders, so lässt sich bekannt- 
lich die 1^^ in die Oestalt bringen: 

(39) |i. y\ + h yj + V; y\ + ^ y! = o. 

Ist dann auffin bekannter Weise eine Para- 
meter verth eil ung ausgebreitet, und sind a^, a^, a^, a^ 

die Argumente der vier Tetraederebenen, so 
lautet die zugehörige binäre Form sechsten 
Grades: 



Damit ist also auch die Aufgabe der Nr. 132 auf eine zweite 
Weise gelöst. Auf die expUcirte Darstellung der Grössen k^ (wie auch 

damals der Grössen (t, v, iz (29)) soll verzichtet werden. 
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(40) ji, (X-a/ + fi, (X-a,)* + ti, (X-«/ + ji, (X-a/ = 0. 

Dann ißt (39) diejenige i^j, die 9 stützt un d mit 
cp dasPunktsextupel (40) gemein hat.* 

139. Die Untersuchung in der Ebene (§. 17 ff.) be- 
schäftigte sich zuerst mit den einem Kegelschnitt 9 umschrie- 
benen Poldreiseiten eines Kegelschnitts F, Die Ecken dieser 
Dreiseite (deren Seiten auf 9 eine Involution dritter Ordnung 
bildeten) lagen auf einem andern Kegelschnitt H. Die zu 
dieser Involution auf 9 conjugirte Gruppe (Involution) lieferte 
die Poldreiseite eines Kegelschnitts F' und ihre Ecken lagen 
auf einem weiteren H'. 

Aehnliche Verhältnisse gelten auch fUr unsere jetzige 
Entwicklung; indem wir die zur gegebenen Involution vierten 
Grades (auf cp) conjugirte (dreigliedrige) Gruppe in's Auge 
fassen. 

Die gegebene Involution sei 

(41) a{ + Tc h{, 

die conjugirte Gruppe 

(42) V, 9^ (X) + V, cp^(X) + V3 (P3 (X). 

Dann bilden die vier Elemente \ X^ X^ X^ (nach Nr. 5) 

das Wurzelsystem einer Form (42), wenn ihre homogenen 
symmetrischen Funktionen äj (i := 0, 1, . . 4) den Bedingungen 

genügen 

(43) a^ = 0, 6^ = 0. 

Daraus folgt sofort, mit Hülfe der viel benützten Ent- 
wicklung der Nr. 21, dass drei Elemente X^ X^ X^ einem 

Quadrupel (42) angehören unter der Bedingung *) 

*) Dies ist also nach der Terminologie des §. 2 die quadratische 
Schnittpunktsgleichung erster Ordnung der I?r. 

P«, = -P/^) (* = 0, 1, 2). 
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WO also die A resp. B die nach den drei Elementen X^, X^, X^ 

polarisirten ersten DifFerentialquotienten von a^, resp. bj^sind. 

Dies liefert den Satz : 

X) „Ist auf der cubischen (Norm-)Curve N^die 

Involution (41) gegeben, so liegen die Eck- 
punkte der OD*- Schaar von Nj umschriebenen Te- 
traedern, deren bezügliche (Argumenten-) Qua- 
drupel durch die zu (41) conjugirte Gruppe(42) 
dargestellt sind, auf einer Fläche zweiter Ord- 
nung H' (44).« 

Und da man umgekehrt von einer beliebigen Gruppe (42) 
(anstatt von einer beliebigen Involution (41)) ausgehen kann, 
so erhält man so den bekannten^^) Satz : 

y^^) jpDie Ecken irgend dreier einer cubischen 

Raumcurve 9 umschriebenen Tetraeder liegen 
auf einer bestimmten Fläche zweiter Ordnung.« 

Die nähere Untersuchung dieser Fläche und ihre Be- 
ziehungen zur Involution finden eine passendere Stelle im 
Anschluss an die Darstellung der Involution auf dem Norm- 
kegelschnitt resp. der Theorie der rationalen ebenen Curven 
vierter Ordnung. 

Dabei wird sich herausstellen, dass diese Flächen H' 
vollständig dadurch charakterisirt sind, dass drei Axen der 
cubischen Curve ganz auf ihnen liegen *). 



*) Im Uebrigen treffen sie die Curve in den sechs Punkten, deren 
Aignmente den sechs Doppelelementen der durch die Fläche auf der 
Gurre festgelegten Involution zugehören. 
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Zunächst verlassen wir die cubische Curve und studiren 
die binäre Form sechsten Grades oder die biquadratische 
Involution auf dem Normkegelschnitt , für die viele Eigen- 
schaften durch einfache Uebertragungen aus diesem Para- 
graphen gewonnen werden werden. Umgekehrt wird dann 
wieder die ebene Theorie die räumliche weiter führen. 

§. 26. 

Die binäre Form sechsten Grades auf dem Normkegelschnitt 

der Ebene. 

140. Nach Reye^®) trägt (stützt, ist apolar zu) eine ebene 
Curve dritter Ordnung F^ 

(1) a^ - 2 S Ea^j x^ x^ x^ = Q (i, Ä, l, = 0, 1, 2) 

einen Klassenkegelschnitt O^ (und umgekehrt ruht (stützt sich) 

der letztere auf der ersteren) : 

(2) u\ _- 2 S u^^ a.^ (t, * = 0, 1, 2) 

unter den drei Apolaritätsbedingungen (des Verschwindens 
der drei bilinearen Invarianten beider) : 

(3) {a^oCf = S S a^u, ol^^ = (r = 0, 1, 2) 
d. h. wenn der Kegelschnitt O^ mit jedem Punkte der Ebene 
eine zu F^ apolare Curve dritter Classe bildet (so dass die 
bilineare Invariante beider verschwindet), oder was dasselbe 
ist; wenn O^ auf dem Netze der Polarkegelschnitte 
von jPj ruht 

Wird statt des Kegelschnitts O^ wieder der Normkegel- 
schnitt eingeführt : 

• (4) fP^o = ^> P^i = 2 >^) P^, = ^' 
(5) \ou^ = X*, oWj = - X; owj = 1,. 

[4^0^, — ^! = (Ay 

u^u^^u\ = (N,) 



oder 



1 
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Bo nehmen die Bedingungen (3) die einfachere Form an: 

j^Diese Bedingungen (6) sin^ vollkommen aus- 
gedrückt, wenn man statt der Coefficienten von 
(l)dieandern einführt 

(7) a,„ = a,^^ , (i-f-Ä+Z = 0, 1, . . . 6). 

Dann geht die F^ (1) über in : 

(8) = a^ = x^ {x^ (a^ x^ 4. a^ a:, + a, x^) + 

+ ^i K («1 ^0 + S ^1 + «8 ^2) + 
+ ^2 {V S ^0 + «5 ^, + »4 ^s) + 
^, K ^0 + «8 ^1 + <»s ^2) + ^« («« ^0 + S ^1 + ^4 ^«)} 

^, (», ^0 + «3 ^1 + «4 ^2) + ^« («8 ^0 + «4 ^1 + *5 ^«)} 
^1 (S ^0 + «4 ^1 + «5 ^2) + ^2 K ^0 + % ^1 + «6 ^2))- 

Aus der Wahl des Normkegelschnitts folgte (Nr. 29), 
dass die homogenen Coordinaten eines Punktes der Ebene 
identisch sind mit den homogenen symmetrischen Funktionen 
Gj zweier Elemente |x^ [i^ (der Parameter der durch den Punkt 

gehenden Tangenten von N ). 

Daraus folgt jetzt, mit Hülfe der Zerlegung der Nr. 21, 
dass a^^ (8) aus der einfacheren Form : 

(9) a^ ^ «0 ^0+ «1 ^1 + »2 ^2 + % ^8 + ^4 ^4 + ^ ^5 + % ^ 
hervorgeht, wenn man von den sechs Elementen X^ X^ . . . X^^ 

aus denen die s^ gebildet sind, immer drei einander gleich 

setzt: 

(10) X, = X^ = X3 = |i^, X^ = X, = X, = |x,. 

Um dies auch in der Bezeichnung auszudrücken, schreiben 
wir statt (8) : 

(11) aj = 0. 

Das dieser Curve mit N^ gemeinsame Punktsextupel 

wird: 

(12) f=(^ = a^ = 0, 
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WO a^ (9) aus a. durch Polarisation nach den sechs Elementen 

X hervorgeht. 

Daher können wir die Gleichung von F^ auch schreiben : 

(13) al = a, , = 0. 

Die Klammerfaktoreu in (8) sind die zweiten Ueberschie- 
bungen der vierten Differentialquotienten von/* (12) über die 
Form mit den Wurzeln (i^ ji^. 

So gelangt man, ebenso wie Nr. 123 zu dem ent- 
sprechenden RaumsatZ; hier zu folgendem : 

a) ,,Durch irgend sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts (p (auf dem ein Parameter X ausge- 
breitet sei) 

(12) a^ = 

geht eine einzige ihn stützende F^, deren Glei- 
chung mittelst einer bestimmten Collineation 
der Ebene stets in die Gestalt gebracht werden 
kann 

(8) (11) (13) a» = a , , = 0." 

141. Die dualistische Entwicklung kann man wie in 
Nr. 124 durchfuhren: der kürzere Weg ist aber der der 
Nr. 125. Gerade so wie dort gelangt man zu folgender 
Regel *) : 

^IstaufN, ein Tangentensextupel gegeben 

(14) b{ = 0, 



*) Diese sagt also (cf. pg. 45) geometrisch einfach aus, dass die zu 
einem Tangenteneextupel (14) Ton N gehörige ^ erhalten wird als 

Umhüllangscurve der in Bezug auf N gebildeten Polaren der Punkte 

der zum Punktseztupel (14) von K gehörigen F oder kürzer: „beide 

« 8 

Curyen sind in Bezug auf den Normkegelschnitt reciprok.^ Und dies ist 
ja evident. 
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SO findet man die Gleichung der SLuf N ruhen- 
den und mit Nj das Tangentensex tupel (14) ge- 
raein habenden Curve dritter Classe O^, wenn 

man zunächst die Gleichung der (dualistischen) 
F,bildet 

(15) 6« = 0, 
und dann in dieser die Substitutionen vornimmt: 
(16) a^ = Wg, 0^ = — 2w^, <J, = w^." 
Daher wird die Gleichung der gesuchten O^: 

(17) O^.b^ul-6 \ «^ «, + 3 *, («; «0 + 4 M, u\) 

-6,(12 M,M,M,H-8«|)+-... = 0, 

während die auf das Punktsextupel a^ bezügliche F^ lautete : 
(18) F^ = a^xl-[.3 a, xl x^ -\- '6 «, (xl x^ + x^ x\) 

+ «8 (6 ^0 ^. *2 + *!) + = ^■ 

Die bilineare Invariante von F, und 4>. ist wieder iden- 

tisch mit der der binären Formen (wie man auch ohne 
Rechnung ganz wie in Nr. 125 schliesst); und man hat *): 

ß);,Die bilineare Invariante zweier binären 
Formen sechsten Grades (aj, ix) ^^^ identischmit 
der zweier ternären Formen dritten Grades, die, 
= Ogesetzt, eine jFj, resp. <I> darstellen, dieeinen 

(sonst beliebigen) Kegelschnitt tragen resp. auf 
ihmruhen, undmit ihm die gegebenen Sextupel 
a,,t. gemein haben. 

Demnach bedingtdie Apolarität der binären 
Formen die der ternären und umgekehrt.* 

Durch Anwendung dieses Satzes auf mehrere (auf 

dem Normkegelschnitt dargestellte) solche Formen a*, a^x, . . . 



*) lieber die Verallgemeinerung dieses Satzes cf. Cap. III. 
W. Fr. Meyer, ApolaritJit 1^ 
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und die zu ihnen conjugirten Gruppen erhält man 
ohne Weiteres: 

ß') ^Ist auf einem Kegelschnitt cp eine (t-glie- 
drige Gruppe sechsten Grades 

(19) \ a^^ + i^ a,^ + . . . A^ a^ ((i = 1, 2, ... 6) 

nebst der zu ihr conjugirten v (v = 7 — (i) -glie- 
drigen Gruppe: 

(20) *; 6., + *; 6,,+ . ..*>,, 

dargestellt; so steht die pt-gliedrige Gruppe der 
Curven dritter Ordnung F^ (die N^stützen und aus 

N^ die Punktsextupel (19) ausschneiden) zu den 

V- gliedrigen der Curven dritter Classe^^ (die auf 

N^ ruhen und mit N^ die Tangentensextupel (20) 

gemein haben) in der Bezieh ung, 

dass sowohl die Gruppe F^ die vollständige die 

Gruppe ^^ nebst Nj stützende Gruppe, 

als die Gruppe ^^^ die vollständige auf der Gruppe 

Fj nebst ^^ruhendeGruppeist* 

Dies wird gleich nachher auf die Polvielflache einer 
Curve F^ (die einem auf der letzteren ruhenden Kegelschnitt 

(p umbeschrieben sind) Anwendung finden. 

142. Drei Punkte der Ebene (x) {y) {z) bilden be- 
kanntlich ein Poldreieck (oder ein in Bezug auf die Curve 
conjugirtes Punktetripel) einer Curve dritter Ordnung (1), 
wenn sie der Bedingung genügen 

(21) a^. = 

d. h. wenn die nach den Punkten polarisirte Form (1) ver- 
schwindet. 

Für unsere besonderen Curven F^ (8) (oder (11) (13)) 

wird dann aber die linke Seite von (21) identisch mit 
der Form 
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(9) «. 
wenn man unter den x^, y^, b^ die homogenen symmetrischen 

Funktionen der resp. Arguraentenpaare (X^ X^ (X^ XJ (X^ X^) 
versteht» 

Nennen wir daher ein Seehsseit (ah c d e f) dann ein 
Polsechsseit einer ebenen Curve dritter Ordnung, wenn alle 
Punktetripel der Form 

(21) {ab){cd){ef) 

Poldreiecke der Curve sind, so haben wir mit Bücksicht auf 
die Symmetrie von (9) in den sechs Elementen X: 

Y)39lrgend ein in Bezug auf eine einen Kegel- 
schnitt (p stützende Curve dritter Ordnung F^ 

conjugirtes Punktetripel (Poldreieck) bestimmt 
(mittelst der drei von ihm an 9 gehenden Tan- 
gentenpaare) ein Polsechsseit der Curve F^^ oder 

auch: ^ein solches Punktetripel zieht neun weitere 
gleicher Art nach sich, die alle, dem Typus (21) ge- 
mäss, demselben Sechsseite angehören.^ 

^Es giebt eine oo'''-Schaar solcher 9 umschrie- 
benen Polsechsseite von F^. 

Die bezüglichen Tangentensextupel (auf f) 
stellen dieganze zum Schnittpunktsextupel von 
F^ und ^ conjugirte Gruppe dar.^ 

Fünf Seiten eines solchen Polsechsseits kann man als 
Tangenten von f beliebig annehmen , dann ist die sechste ein- 
deutig bestimmt und zwar nach Satz (ß') durch folgende Con- 
struktion : 

Man construire diejenige Curve dritter Klasse Q>^ die die 

gegebenen fünf Seiten berührt , und auf der Curve F^ sowie 

auf f ruht. Diese hat mit N^ eine sechste Tangente gemein, 

die die gewünschte sechste Seite liefert. 

Ebenso wie sich der Satz (ß') an (ß) anschloss, so kann 

15* 
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man auch hier den Satz (y) fUr eine ganze Gruppe von 
Curven F^ formuliren, analog dem ßaumsatze (tj) Nr. 128. Dies 

bleibe dem Leser tiberlassen. 

143. Der Übergang von den Polsechs- zu den Polfiinf- 
und -vierseiten von F^, die 9 umbeschrieben sind, läuft gleich- 
falls zunächst den Entwicklungen von Nr. 129 ff. parallel. 

Wird eine Seite des Polsechsseits einer F^ unbestimmt, 

so entsteht ein Polfiinfseit, d. h. ein solches, in dem jede Seite 
die gemischte lineare Polare je zweier Gegeneckeu des 
von den vier übrigen gebildeten Vierseits ist. 

Wird wieder eine Seite dieses Polfünfseits unbestimmt, 
so resultirt ein Polvierseit, für das je zwei Gegenecken mit 
jedem Punkte der Ebene ein Poldreieck bilden , oder ein so- 
genanntes Paar conjngirter Pole der F^ sind. Dann zer- 
fallt der Polarkegelschnitt jeder Ecke in ein Linienpaar, dessen 
Doppelpunkt die Gegenecke der ersten ist. 

Umgekehrt bestimmt irgend ein Paar conjngirter Pole 
nach Satz (y) ein 9 umschriebenes Polvierseit von F^. 

Dann durchlaufen bekanntlich die Gegenecken aller dieser 
Polvierseite die Hesse - Steiner *sche Curve von F^ und be- 
stimmen auf der ersteren die zur letzteren gehörige Hesüe- 
Steiner'sche Correspondenz. 

Wir können daher im Folgenden von der ausgedehnten 
Theorie dieser Correspondenz Gebranch machen, um sie für 
die uns interessirenden Apolaritätsverhältnisse der binären Form 
sechsten Grades und der biquadratischen Involution fruchtbar 
zu machen. 

Rückwärts wird dann dadurch wieder die Raumtheorie 
des §. 25 gefördert werden. 

144. Zunächst gilt der zu Satz (x)(Nr. 129) analoge Satz: 
8) jjDie Seiten der einem Kegels chnitt^ um- 
schriebenen (qo' linearen) Schaar der Pol fünf- 
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Seite, resp. der (Qo^linearen)Schaar (Involution) 
der Polvierseite einer cp stützenden und auscpdas 
Sextupel f r ax ausschneidenden F^ sind durch 

die zur Gruppe derersten resp. zweiten Polaren 
vonfconjugirten Gruppen dargestellt.^ 

Desgleichen mögen die den Sätzen (X) (p) (a) (t) ent- 
sprechenden Sätze hier in einen zusammengezogen werden: 

e) „Es sei m^, m^^ m^irgend ein Tripel von posi- 
tiven ganzen Zahlen (0 i ncl.), das derßedingung 
gentigt 

(22) m^ + 2 m^^ + 3 W3 = 6. 

Sind dann m^, m^, m^, 9 umschriebene Sechs- 

» Fünf- Vierseite gegeben, so existirt eine be- 
stimm te 1^^, für die dieselben Polseite sind, und 

welche 9 stützt. Die Bestimmung dieser Curve 
F^ geschieht so: 

Man denke sich alle (oo®, oo^, oo* linearen) 
Schaaren von Curven dritter Classe <!>^ aufge- 
stellt, die den gegebenen Sechs-Fünf- Vierseiten 
einbeschrieben sind und aufcp ruhen. Diese O^j 

bilden, zu sammengefasst, eine sechsgliedrige 
Gruppe. 

Dann ist die gesuchte i^^ diejenige, die alle 

diese O^ und zugleich cp stüt^t.^ 

144. Die Gleichung (31) (Nr. 133) 

(23) H3 = 

stellt hier den Ort der Punkte dar, von denen ein solches 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt cp geht, das zugleich ein 
Seitenpaar eines (y umschriebenen) Polvierseits von F^ ist d. h. 

(23) ist die Gleichung der Hesse-Steiner'schen Curve von F^, 

was mit der bekannten Darstellung zusammenfitllt. 
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Ihre Schnittpunkte mit cp sind durch das VerBchwinden 
d^r Covariante H (Nr. 126, (23)) dargestellt. 

In Folge dessen lautet der dem Satze tc (Nr. 134) paral- 
lele Satz: 

9) ^Man gehe von irgend einem SextupelfT auf 
einem Kegelschnitt 9 aus. Dann gehen einmal 
durch das Punktsextupel -ET ftinfCurvenHj, die zu 

9 in der Beziehung stehen, dasses einfach unend- 
lich viele f um- und Hj einbeschriebene Vierseite 
giebt. 

Diese Vierseite sind Polvierseite von fünf 
weiteren Curven JF^, die f stützen. 

Diese Curven JF, und H« stehen inderBezieh- 
ung, dass jede der Curven H^ die Hesse-Steiner- 
sehe einer bestimmten ihr zugeordneten JP^ ist. 

Die fünfCurvenJFg schneiden auscp fünfSex- 

tupel aus: diese sind diejenigen, die alledasSex- 
tupel Hals Covariante ITbesitzen. 

Die fünf Schaaren von Vierseiten stellen auf 
(pdie fünf Involutionen (vierten Grad es) mit den- 
selben sechs Doppelelementen £f da r.^ 

145. Wir kommen nunmehr zur canonischen Form der 
Curven F^ und H^, die in den damaligen Entwicklungen 

(Nr. 137 flF.) ihr deutliches Vorbild hat. 

Ist die Form f = a^ wieder als Summe von Potenzen 
dargestellt: 

(24) /• _. S *j (X— a/ (i = 1 bis 6 resp. 5 resp. 4), 

so wird die zugehörige Form a nach einfacher Rechnung: 

(25) a= 2 \(p^ af — p^ a,+ p^) (a^ af — a, a, + a,) (t^ af-x^ a, -f x^) 

wo die p, o, T die frühere Bedeutung haben: mithin die 
Gleichung von F : 
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(26) a» = S *, («, «f -«,«, + «,)" •) = 0. 

Dabei waren die a^ die Argumente der dem Kegelschnitt 

cp (den F^ stützte) umschriebenen Polsechs- resp. -fünf- resp. 

-vierseite von F^. 

Umgekehrt hat also der Kegelschnitt f nur den Beding- 
ungen zu genügen ; auf 1^^ zu ruhen ^ d.h. man kann als 

Kegelschnitt cp irgend einen des auf f^ j^ruhenden 

Gewebes^ nehmen. Dieses ist aber bekanntermassen das 
Polarkegelschnittgewebe einer bestimmten Curve dritter Klasse 
$j **) d e r „a 8 s o c i i r t e n" C u r V e von F^, 

Demnach haben wir: 

7)) ^Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen^ beliebigen Curve dritter 
Ordnung alsSumme von6y5;4 dritten Potenzen 
erscheint hier in demLichte^ dass dieCurvebe- 
zogen gedacht wird auf die Polsechs-f ünf-vier- 
seite, die irgend einem der Polarkegelschnitte 
ihrer associirten Curve umbeschrieben sind. 

Dadurch wird sie geradezu identiscli mit der 



*) Die Klammerfaktoren, deren dritte Potensen in (26) auftreten, sind 
evidentermassen die linken Seiten der Tangenten a. des Kegelschnitts 9. 

**) Dies ist die bekannte Carve 

n = iST — TS = 
cf. die Vorlesungen von Clebsch-Lindemann über Geometrie, Bd. II, pg. 577. 
Ich nenne sie die su F^ associirte nach dem Vorgang von Battaglini 

(Snlle forme ternarie sisigetiche: In Memoricum Dom. Chelini). 

Mit Rücksicht auf die eingehende Behandlung ^^^ der Curven dritter 
Ordnung im Apolaritätssinn bei Clebsob, Lindemann, Battaglini, sowie weiter 
bei Rosanes, Em. Weyr, S. Kantor u. A. ist' die Textentwicklung eine 
etwas gedrftngtere geworden. 

Insbesondere sei auf die wichtige Abhandlung von Rosanes: Über ein 
Prinoip der Zuordnung algebraischer Formen, Grelle^s Journal Bd. 76, 
verwiesen. 
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bekannten Darstellung der binären Form sechsten 
Grades (die die Schnittpunkte der gegebenen Carve 
mit jenem Kegelschnitte auf dem letzteren dar- 
stellt) alsSumme von sechs, fünf, vier sechsten 
Potenzen." 

146. Dagegen fällt die sich hieran anschliessende canenische 
Form der Curven H^ geradezu mit der in Nr. 138 gegebenen 
(36) zusammen, ao dass sie hier nicht wiederholt zu werden 
braucht. 

Bekanntermassen gehören zu einer beliebig gegebenen 
Curve dritter Ordnung H^ drei andere, deren Hesse'sche sie ist, 
sowie drei Klassencurven, die Cayley'achen jener drei, die Um- 
hlillungscurvender Verbindungslinien je zweier(den dreiHesse- 
Steiner'schen Correspondenzen gemäss) sich entsprechender 
Punkte der Curve H^. 

Somit gilt der zu (fj) parallele Satz (cf. Nr. 52): 
T)') „Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen beliebigen Curve dritterOrd- 
nungHj als Summe vou Produkten von je drei 
linearen Formen [fiie alle Combinationen zu 
dreien von sechs*) resp. fünf res p. vier solchen 
Formen repräsentiren) und die auf dreierlei 
Weise möglich ist, erscheinthierin dem Lichte, 
dass man die Curve bezieht auf die Polsechs- 
-fünf- -vierseite einerderCurven F^, die H zur 
Hesse'scben Curve besitzen, die irgend einem 
der Polarkegelschnitte der nssociirten Curve 
umbeschrieben sind etc. wie in (tj)." 

147. Das Verschwinden der Invariante li (vierten Grades) 
von /"(24) war die Bedingung, dass sich /"als Summe von nur 

*) Man nehme jelit in FormeE (36) (Nr. I3B) den Index i wieder tud 
1 bie 6 reap. B resp. 4. 
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drei (sechsten) Potenzen darstellen liess. Dann geht auch in 
der Potenzdarstellung von F^ (26) der Index i nur von 1 bis 3, 

desgleichen in der zugehörigen Darstellung von H^, d. h. H^ 

zerfällt in drei Gerade, die ein cp umschriebenes Poldreiseit 
von F^ bilden. 

Dann ist bekanntlich das Doppelverhältniss der Curvo F 

ein aequianharmonisches und es muss die Invariante 5 derselben 
verschwinden. In der That tiberzeugt man sich sofort, dass 
diese mit der Invariante B von f (bis auf einen Zahlenfaktor) 
identisch ist. 

148. Herr Em. Weyr'^o) h^tte den Satz aufgestellt: 
jjist auf einem Kegelschnitt eine Tangenteninvolution 
vierten (n**") Grades gegeben , so sind ihre Vier(n)8eite einer 

bestimmten Curve (n — 1)*" Ordnung einbeschrieben.* 

Diesen Satz können wir jetzt zunächst fUr den einfachen 

Fall w = 4 in erweiterter Gestalt so aussprechen : 

x) jjist auf einem Kegelschnitt tp irgend eine 

Tangenteninvolution vierten Grades gegeben, so 

giebt es eine einzige C^ (F^), für die die In volu tions- 

vicrseite Polvierseite sind, und eine einzige C^ (H^) 

(dieHessiana der ersten), denen die Vierseite einbe- 
schrieben sind. Die erste Cj(Fg) stützt (ist apolar zu) <p. 

Ist irgend eines der Vierseite gegeben durch 

(27) a^ =0, b^ = 0, c^ = 0, d^ = 

so ist F. darstellbar durch: 

(28; a {a/ + ß (6J» + y (c j' + 5 (df = 
und Hj durch: 

(wo z. B. (abc) die Determinante der Formen a^, b^, c^ 
ist).« 
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Ganz in derselben Weise werden wir zu dem allgemeiDOn 
Satze (cf. Cap. III) geführt *): 

Xj) Stützt eine Curve n*" Ordnung jP^ (der Ebene) 

einen Kegelschnitt ^, so lässt sich die linke Seite 
ihrer Gleichung durch lineare Substitutionen der 
alten variabeln in die neuen (\ + X^); {\ X^) in die Ge- 
stalt (in der Gordan'schen Schreibweise) 

(30) axj> x; 

bringen, wo f^Or^^^ die Schnittpunkte beider 
Curven darstellt. 

Es giebt unendlich viele f umschriebene Pol- 
(2 n) (2 n — 1) ... (2 n — -p) Seite d er .F {und zwar eine 
^«(n-q)— 1 lineare Schaar von (2n — q) Seiten 
(2 = 0,1,..« — 1)}, deren (auf 9) zugehörige binäre 

Formen die zu den g**° Polaren von f conjugirte 
Gruppe bilden. 

Im Speciellen giebt es eine Involution (n -+- 1*®") 
Grades von(n-|-l) Seiten, die einer zweiten Curve 

n^ Ordnung (Bl^ einbeschrieben sind. 

Dann gehört zu jeder Curve F^ (bei gege- 
benem f) eine einzige H^ und umgekehrt zu jeder 
Curve H nur eine JF. 

n n 

Ist die binäre Formf irgend wie alsPotenz- 
summe dargestellt 



*) Wegen des Falles n == 6 ^vergleiche die Arbeiten '^^^ von Lüroth' und 
Scheirer*. Er umfasst diejenigen Curven vierter Ordnung, fftr die eine Dar- 
stellung ihrer Gleiohung als Summe von fünf Biquadraten möglich ist. 
Dazu ist bekanntlich das Verschwinden einer gewissen Invariante sechsten 
Qrades erforderlich. 

Der Satz h^ selbst ist seinerseits wieder einer grossen Yerallgemeinerang 
f&hi^, wie sich in Kap. III ergeben wird, 
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(31) /• = S *, (X-a,)»- 
80 geht F^ über in die Form 

(32) F = S Ä, («, af - *, a, -h *,)" = 2 *, A," = 
WO Aj = die Tangente von 9 im Punkte 
X = a^ ist. 

Die zugehörige Curve H^ ist dann immer als 

Summe von Produkten von je n der vorhandenen 
(2 w — q) linearen Formen darstellbar etc. etc. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen 

Tangenteninvolution (n-f-1)**" Grades auf y aus^ 
so giebt es eine einzige l^,für die die Invo- 

lutions(n -f" l)8eite Pol(n -|- l)8eite sind und eine ein- 
zige H^, denen dieselben einbeschrieben sind. 
Die erstere Curve trifft y in dem (2«)*"^^ 

0x^/^ = 
dessen (n — 1)*® Polaren die zur gegebenen Invo- 
lution conjugirte Gruppe bilden; und die zweite 

trifft 9 in dem {2nf°^^ der Doppelelemente der 
Involution etc. etc.* 

149. Kehren wir zurück zu den Curven dritter Ord- 
nung , so möge der Zusammenhang zwischen den Curven F^ 

und H3 noch in folgender Weise ergänzt werden. 

Dem entsprechend; dass zu einer Curve H^ (bei unbe- 
stimmtem 9) drei Curven F^ gehören; giebt es bekanntlich 
auf Hg drei Arten von Hesse-Steiner'schen Correspondenzen 

d. s. drei Arten von zweifach unendlich vielen ihr einbe- 
schriebenen Vierseiten und zwar so, dass irgend zwei Punkte 
der Curve eine solches Vierseit bestimmen. 

Wendet man den Satz von Rosanes (Crelle Bd. 76 1. c. 
pg. 328): 

^Irgend zwei einer Curve dritter Ordnung ein- 



I 



236 t>'® Reye'sche Apolaritftt und dio Norracurven. 

beschriebene Vierseite sind einem bestimmten Ke- 
gelschnitt urabeschrieben,'' 

auf zwei Vierseite derselben Art (für die Curve H^) an, 

80 ist damit der Kegelschnitt cp und zugleich auf ihm die 
Tangenteninvolution vierten Grades bestimmt, dadurch aber 
die eine der zu H^ gehörigen Curven F^. 

150. Wir haben schon einigemal von dem Satze Ge- 
braucli gemacht (wenn er auch erst später bewiesen wird), dass 
es, wenn man sich eine Involution vierten Grades durch ihre 
(sechs) Doppelelemente gegeben denkt, fünf zugehörige In- 
volutionen giebt. Das Analogen zu dem Satze pg. 211 lässt 
sich hier ohne Weiteres aussprechen: 

X) Durch sechs Punkte eines Kegelschnitts, f 
gehen fünf Curven H^, denen fünf Curven F^ je ein- 
deutig zugeordnet sind. 

Die einer Curve Hj ein- <p umbeschriebenen Pol- 
vierseite der entsprechenden Curve F^ bilden die 

eine der fünf Involutionen auf 9, deren Doppel- 
elemeiite die Argumente der sechs gegebenen 
Punkte sind. 

Benützen wir des Weiteren die Eigenschaft, dass man 
die sechs Doppelelemente auch ersetzen kann durch irgend 
sechs Elementenpaare der Involution (cf. Nr. 187 ff.), so haben 
wir die Erweiterung des letzten Satzes (X): 

X^) *) Durch irgend sechs Punkte in der Ebene 



•) LArbI man in bekannter Weise den Curven dritter Ordnung durch 
die gegebenen sechs Punkte die Ebenen des Baumes projektivisch ent- 
sprechen, so geht der Kegelschnitt cp in eine rationale Raumcurve sechster 
Ordnung über, sowie die Punkte der Ebene in die einer ^Ittche dritter 
Ordnung (die durch die Curve hinduroh geht). 

Andrerseits geht bekanntlich durch eine solche Curve nur eine ein- 
zige Flftche dritter Ordnung, deren Gleichung pg. 20 ermittelt wurde. 



l 
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eines festen Kegelschnitts 9 geht ein Qiiintupel von 
Curven dritter Ordnung H^, das aus dem Kegel- 
schnitt die Doppelelementensextupel von fünf In- 
volutionen vierter Ordnung rait sechs gemein- 
samen Elementenpaaren ausschneidet. 

Diese sechs Elementenpaare sind die Berühr- 
ungspunkte der Tangentenpaare der sechs gege- 
benen Punkte. 

Diesen fünf Curven H_ sind fünf Curven F^ ein- 

deutig zugeordnet etc. 

Je zwei Punkte öiner Curve H^^ deren Eleraentenpaare 

(auf <p) ein Quadrupel der zugehörigen Involution bilden, sind 
conjugirte Punkte derselben. 

Und endlich^ mit vorläufiger Heranziehung des näheren 
Zusammenhangs zwischen solchen fünf Involutionen vierter 
Ordnung erhält man: 

X^) Je zwei der fünf Curven H^^ haben noch drei 

weitere Punkte gemein, je drei noch einen. Daher 
giebt es solcher weiteren gemeinsamen Punkte 
(Elementenpaare) noch 0ehn, die den fünf Curven 
(Involutionen) in der Art angehören, wie die zehn 



Daher liefert die Abbildung von Ebene auf Fläche dritter Ordnung 
folgenden interessanten Satz: 

„Durch jede der sechs vierfachen Sehnen einer allge- 
meinen rationalen Raumcurve sechster Ordnung geht ein die 
Onrve berührendes Ebenenpaar. 

Dann giebt es fünf Involutionen vierter Ordnung, die 
diese sechs Paare von Berührungspunkten zu gemeinsamen 
Elementenpaaren besitzen. 

Die fünf zugehörigen Doppelelementensextupel werden 
aus der Curve von den Ebenen eines Pentaeders ausge- 
schnitten, das der einzigen durch die Curve gehenden Fläche 
dritter Ordnung einbeschrieben ist.'^ 
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Eckpunkte eines Pentaeders den fünf Ebenen der- 
selben. Und daraus folgt: 

Jede der fünf Curven (Involutionen) enthält 
noch sechs der weiteren zehn Punkte (Elementen- 
paare); die drei ihr angehörige Quadrupel (d. i. drei 
conjugirte Punktepaare auf der Curve) bilden. 

Hier brechen wir vorläufig die Anwendungen auf Curven 
dritter Ordnung ab, um erst durch weitere Untersuchungen 
über die Involutionen vierter Ordnung ein reichhaltigeres Ma- 
terial zu gewinnen. 

Die direkte Übertragung der Raumsätze des vorigen 
Paragraphen auf die Theorie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung und umgekehrt ist in den wichtigsten Fällen angegeben: 
es kann daher die weitere Durchführung dem Leser über- 
lassen bleiben. 

Im nächsten Paragraphen betrachten wir die Involution 
vierter Ordnung unter dem Gesichtspunkt der Schnittpunkt- 
formengruppe ei;ier rationalen ebenen Curve vierter Ord- 
nung und bringen sie dabei vornehmlich in Zusammenhang 
mit der quadratischen ein- eindeutigen Involution der Ebene. 

§. 27. 

Die rationalen Gnrven vierter Ordnung in der Ebene und die 

quadratische Transformation. 

151. Wir haben die biquadratische Involution auf der 
Normcurve zweiter und dritter Ordnung studirt; es möge 
auch noch die der vierten und (soweit es nöthig erscheint) 
der sechsten Ordnung zu Grunde gelegt werden. 

Doch sollen beide nicht in den ihnen eigentlich zukom- 
menden Räumen (von vier resp. sechs Dimensionen)^ sondern^ 
ganz in der Weise des §. 24; im ternären Gebiet betrachtet 
werden. Dies geschieht fLLr den ersten Fall einfach so 
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Auf der Normcurve vierter Ordnung 

(1) pa;, = «», X' (» = 0, 1, . . 4) 
nehmen wir drei (linear unabhängige) Punktquadriipel 

. (2) 9.(X), 9,(X), cp,(X) 
an. Jedes derselben liegt auf einem bestimmten Gebilde 
(Raum) 

(3) «,^ = 0, «,, = 0, u^ = 0, 

die eine Gerade gemein haben. 

Von jedem Punkte der letzteren geht ein,;RaumT*^quadrupel 
an die Curve, dem als Argumente auf der letzteren die 
Wurzeln einer Form a^ resp. 65^ etc. zugehören mögen. Dann 

bilden alle diese Quadrupel^ wie aus den §§. 1, 2 hervorgeht, 
die zu den Formen (2) conjugirte Involution 

(4) ax 4- Jcb^' 
Projicirt man nun die Curve mittelst sämmtlicher durch 
die Gerade (3) gehenden „Räume" auf eine Ebene, so ge- 
langt man zu einer rationalen Curve vierter Ordnung (B*, 

resp. P^ etc. oder einfacher auch R, P etc.) : 

(5) ay, = 9,(X) (» = 1, 2, 3) 
deren Schnittpunkttheorem durch 

(6) a = 0, 6. = 
gegeben ist (wo a^, b^ durch Polarisation von a^ &x (^) ^^^^ 
vier Elementen \,\, X^, \ entstehen, d. h. wo ax, &x ^^® ^^ 
(5) gehörigen linearen Schnittpunktformen sind). Dann sind 
die in den X linearen und symmetrischen Grössen s. nichts 

Anderes, als die im ursprünglichen Räume den Punktcoor- 
dinaten x dualistisch gegenüberstehenden (contragredienten) 
„Raum-"coordinaten. Wir drücken die gegebene Umformung 
in dem Satze aus: 

a) »Die Betrachtung der biquadratischen In- 
volution (resp. der zu ihr conjugirten Gruppe) auf 
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der biquadratischen Normcurve wird ersetzt durch 
die der Schnittpuiiktformen einer ebenen rationalen 
Curve vierter Ordnung (Ä, P, etc.).^ • 

152. Die Gleichungen (6) beziehen wir wieder, wie in 
Nr. 4o ff. auf einen (zunächst noch beliebigen) Normkegelschnitt 
einer Ebene, auf dem wir dep Parameter X der Curve üJ aus- 
gebreitet denken. Dann gilt nach den früheren Entwicklungen 
(Nr. 46 ff.) der Satz : 

ß) „Die Gruppe (2) stellt sämmtliche dem Norm- 
kegelschnitt umschriebene Polvierseite der Kegel- 
schnitte und (damit ihres Büschels) 

(7) al = 0, bl = 

dar, die ihn stützen und aus ihm die Punktqua- 
drupel (4) ausschneiden.* 

Aus der Entstehung der Formen (7) aus (6) (cf. Nr. 46) 
folgt dann sofort, dass die vier Grundpunkte des Büschels 
(7), vermöge ihrer an N^ gehenden Tangentenpaare Xj |i. 

(i = 1, 2, 3, 4), den Doppeltangenten der Curve R ent- 
sprechen d. h. den vier Quadraten quadratischer Formen, die 
sich in der Gruppe (2) vorfinden. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Kegelschnitt 
cp aus, so befindet sich in einem beliebigen Kegelschnittnetze 
evidenterniassen (wegen der Linearität der Bedingungsglei- 
chungen in den Coefficienten) immer ein Büschel von solchen, 
die 9 stützen ; wählt man das Netz so , dass seine Individuen 
alle durch drei beliebig gewählte Punkte gehen, so bestimmt 
das in ihm befindliche cp stützende Büschel eindeutig einen 
vierten Grundpunkt. Denkt man sich diesen construirt, so 
kommt man durch dieselbe Construktion offenbar von je drei 
dieser vier Punkte immer zum vierten. 

Da aber sowohl zwischen irgend vier quadratischen 
(binären) , als zwischen irgend vier der Gruppe (2) ange- 
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hörigen biquadratiachen Forraen eine lineare Identität besteht, 
80 gilt der Satz *) : 

Y) jjDurch irgend drei quadrati sehe (binäre) 
Formen ist im Allgemeinen stets eine vierte ein- 
deutig bestimmt, sodass sowohl zwrschen diesen 

*) [Es finden sich die Resultate der Sätze y) ^) ^^^ einiger 
weiteren auch im Wesentlichen , wenn auch ganz anders abgeleitet , in 
der während des Druckes erschienenen Abhandlung des Herrn Brill: 
„lieber binäre Formen und die Gleichung sechsten Grades'^ Math. Ann. XX. 
Vgl. auch die noch spätere Note desselben: „lieber das Polvierseit*' ebenda. 

Die Zahl der Involutionen vierter Ordnung mit denselben sechs 
Doppelelementen , sowie algebraische Relationen zwischen den ersteren 
gab Herr Stephanos in einem Comptes Rendns Dec. 1881 erschienenen 
Auszüge aus einer grösseren der Pariser Academie eingereichten Ab- 
handlung. 

Herr Jordan gab einen Bericht über die letztere Comptes Rendus 
Mai 1882. Erst in diesem wird des wichtigen von H. Stephanos 
bewiesenen Prinzips Erwähnung gothan , dass zwei conjugirte Gruppen 
binärer Formen dieselben Combinanten besitzen. 

Dasselbe Prinzip hat auch, ganz unabhängig von H. Stephanos, 
H. Hrill seiner obeu angegebenen Abhandlung zu Grunde gelegt. 

Andrerseits findet sich dasselbe am Ende von Kap. I von mir be- 
wiesen und ich kann hier nur anführen , dass dieses Kapitel schon am 
Ende des Jahres 1 88 1 geschrieben war , wodurch natürlich ein Priorität«- 
anspnich nicht begründet sein soll. 

Was die luvolutionensätze £) angeht, muss ich jedoch betonen, dass 
sowohl H. Brill, als H. Stephanos nur von Involutionen mit denselben 
Doppelclcmenten handeln, während dort die Erweiterung auf Involutionen 
mit denselben (6) Elementenpaaren entwickelt ist, eine Erweiterung, wie 
sie namentlich in der späteren Anwendung auf cubischo Raumcurven von 
Wichtigkeit wird. 

Was ich über die Zahl und Natur der weiteren zehn Elementen- 
paare entwickelt habe, liegt implicite in der von H. Brill 1. c. pg. 354 etc. 
angegebenen Tabelle; aber man wird meinen Formulirungen einen gewissen 
Fortschritt gegenüber den Briirscbcn Resultaten nicht absprechen. 

Vgl. meine Note, Math. Annr XXI, die einen kurzen Auszug meiner 
auf die Involutionen bezüglichen Resultate darstellt. 

Mitte Januar 1882.] 

W. Fr. Meyer, Apolarität 16 
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vier Formen, als zwiBcbeu ihren Quadraten je eine 
lineare Identität besteht. 

Bezogen auf irgend einen Normkegelscbuitt 
9,stellen die drei gegebenen Formen irgenddrei 

* _ 

Punkte in derEbene desselben dar. Dann stellt 
die vierte Form einen vierten Punkt dar, der mit 
den drei ersten ein 9 stützendes Kegelschnitt- 
büschel bestimmt. 

Die Involution, die das letztere auf 9 aus- 
schneidet, stellt die Schnittpunktformen einer 
Curvei? dar, deren Doppeltangenten die Wurzeln 
der vier quadratischen Formen zu Argumenten- 
paaren haben etc. etc. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen 
Kegelschnittbüschel aus, sohat der zugehörige 
Kegelschnitt 9 nur den beiden Bedingungen zu 
genügen, auf dem gege be nen Büschel zu ruhen.^ 

Der Inhalt dieses Satzes ist aber eines weit einfacheren 
Ausdrucks fähig. Denn dem cp stützenden Kegelschnittbüschel 
gehören drei Linienpaare an, A^ B^ {i = 1, 2, 3). Ein solches 
trifft aber 9 (cf. pg. 106) in zwei zu einander harmonischen 
Punktepaaren oder die Geraden Ä^, B^ sind in Bezug auf 9 
conjugirt. 

Daraus folgt sofort: 

Yj) „Die vier quadratischen Formen des Satzes 

(y)stellen, auf irgend einen Kegelschnitt 9 be- 
zogen, stets ein Polviereck desselben dar, und 
umgekehr t." 

Die Umkehrung gilt, weil (cf. 1. c.) ein in Bezug auf 9 
conjugirtes Linienpaar stets ein^n 9 stützenden Kegelschnitt 
darstellt : zwei solcher Linienpaare (die nach dem Hesse'schen 
Satze cf. pg. 87 zugleich ein drittes solches, mit den ersten die 
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Gegenseiten eines vollständigen Vierecks bildendes, Hefern) 
bestimmen aber ein cp stützendes Kegelschnittbüschel. 

153. Die Verbindungsgerade zweier Punkte, denen die 
quadratischen Formen (];, y^ zugehören mögen, trifft den Norm- 
kegelschnitt in dem zu ^, y^ harmonischen Paar d. i. der 
Funktionaldeterminante beider. 

Demnach treffen die sechs Seiten des Polvierecks von cp 
diesen Kegelschnitt in den sechs Funktionaldeterminanten, 
die aus den vier quadratischen Formen zu bilden sind. 

Andrerseits kommt diesen sechs weiteren Formen auch 
für die Curve It eine einfache Bedeutung zu. Sie stellen die 
Tangentenpaare dar, die von den Ecken des Doppel tan genten- 
vierseits der Curve noch ausserdem an sie gehen. 

Denn die sechs Tangenten , die von irgend einem Punkte 
in der Ebene der Curve i? an sie gehen , berühren sie in den 
Doppelelementen der biquadratischen Involution , die das 
Strahlbüschel des Punktes aus R ausschneidet. 

Gehen von dem Punkte zwei Doppeltangenten der Curve 
aus (mit den Arguraentenpaaren 4^, y), so ist die Involution 
gegeben durch 

(8) 4»*-Hix'' = 
und demnach ihre Doppelelemente durch *) : 

(9) '\ '^^ = 4.x : / = 0. 

154. Die sechs Funktionaldeterminanten stehen weiter 
zu den vier ursprünglichen Formen in einer einfachen Bezieh- 



*) X, [k sind j wie immer, die homogenen Variabein der binären 
Formen. 
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UDg^ ZU der man durch passende Anwendung von quadra- 
tischen Transformationen auf die Curve R gelangt. 

Zuvor beweisen wir den Satz : 

6) „Die Funktionaldeterminante der Involu- 
tion (4) stellt die Wendepunkte der Curve dar." 

In der That, man setze in den Gleichungen (6) drei der 
Argumente X gleich und eliminire das vierte. 

Wir gehen jetzt für den nächsten Zweck lieber von der 
zu R dualistischen Curve aus, einer rationalen ebenen Curve 
sechster Ordnung S mit sechs Spitzen und vier Doppelpunkten ; 
die letzteren seien bezeichnet mit jD^, D^,, D^, jD^. 

Dann geht bekanntlich durch eine quadratische ein- ein- 
deutige iuvolutorische Transformation T^ mit den Fundamental- 
punkten Dj Z)j Z)g die Curve S in eine von gleicher Ordnung 
und Art „Äj" über. Dabei bleiben die Argumente der sechs 

Spitzen und des vierten Doppelpunktes unverändert: dagegen 
treten nach voriger Nummer an Stelle der Argumentenpaare 
der drei Doppelpunkte D^ D^ D^ ihre bezüglichen Funktional- 
determinanten. Daraus folgt bei wiederholter Anwendung 
des Satzes y) : 

5) „Bestimmen drei quadratische Formen 
cp, (p, q)eine vierte ^, so, dasszwischen ihren vier 

Quadraten eine lineare Identität herrscht, so 
findeteine solche auch statt zwischen den Qua- 
draten von 9j (i=l, 2, 3, 4) und denen derFunkti- 

onaldeterminanten der jedesmal restirenden 
drei Formen." 

155. Excurs. An diese auf die Curve R in obiger Weise 
ausgeübten Transformationen T^ knüpft sich eine für die biqua- 



*) Eine solche werde auch weiterhin immer durch das spezifische 
Zeichen T charakterisirt. 
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dratische Involution höchst wichtige Entwicklung. Eigentlich 
zwar gehört sie in die Theorie der allgemeinen ebenen 

rationalen Curven sechster Ordnung Jf?* soweit sie mit der 

biquadratischen Involution verbunden ist. Da indess die ge- 
meinte Entwicklung von der speziellen Natur der Curve S fast 
unabhängig ist, so möge sie gleich hier im Wesentlichen vor- 
weggenommen werden.. 

Die Verbindungsgerade der Doppelpunkte D. D^ (cp^, 9^) 

der Curve S schneidet nach Nr. 153 aus S das Punktepaar aus, 
das durch die Funktionaldeterminante von cp^, 9^ (bezeichnet 
mit 9.j^) gegeben ist. 

Für eine allgemeine R^ sind bekanntlich statt der sechs 
Spitzen sechs weitere Doppelpunkte A vorhanden (r = 1, 2,. ..6) 
und die Punktepaare ^^^ hören dann auf, gerade die Funkti- 
oualdeterminanten von 9^, cp^ zu sein, sondern sind irgend 
welche auderen sechs quadratischen Formen. 

Im Uebrigen denken wir uns auf der Curve Jf?* gerade so 

einen Parameter ausgebreitet, wie auf S resp. JB^. Den Dop- 
pelpunkten A^ mögen die Argumentenpaare $ zugehören. 

Dann zeigt die Figur der Curve ijj unmittelbar : 

e) „Die vier Strahlbtischel der Doppelpunkte 
i)j schneiden nebst dem einen durch sie be- 
stimmten Kegelschnittbüschel Z) a US der Curve 
fünf biquadratische Involutionen mit denselben 
.sechs Elementenpaaren $ aus.^^ 

Diese fünf Involutionen fassen wir näher in's Auge : erst 
später soll gezeigt werden, dass es keine weiteren mit derselben 
Eigenschaft giebt, sowie dass die sechs Elementenpaare O^ 

ganz beliebig angenommen werden dürfen. 

Durch eine der vier Transformationen T^ reproduciren sich 

die fünf Involutionen und zwar bleiben die durch die drei 
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StralilbUscliel D^, D^, D^ erzeugten unverändert, während die 
vom Strahlbüschel D^ und vom Kegelschnittbüschel D be- 
stimmten sich vertauschen. 

e^) „Unterwirft man die Curve Ä^ den vier*) 
quadratischen Transformationen Tj (deren Funda- 
mentaldreiecke von je drei der vier Doppel- 
punkte jDj gebildet sind), so erhält man vier neue 

Curven J?J derselben Art, für die immer sechs 

ihrer (zehn) Doppelpunkte dieselben Argumen- 
tenpaare besitzen wie die sechs urspi*ünglich 
ausgewählten (A). 

Die so erhaltenen fünfCurven bilden einen 
Cyclus in der Weise, dass durch den angegebenen 
Transformationsprocess aus jeder dievier übri- 
gen hervorgehen. 

Die Argumentenpaare der fünfmal vier 
weiteren Doppelpunkte bilden zusammen die 
zehn weiteren (je zweien noch ausserdem ge- 
meinsamen) Elementenpaare der fünf Invo- 
lutionen. 

Die fünf Involutionen sind auch durch die 
fünf Involutionen dargestellt, die die fünf 

Kegelschnittbüschel D aus den fünfCurven i?* 

ausschneiden." 

Daher genügt es, wenn die je zwei resp. drei der fünf 

*) Eine solche Transformation ist natürlich durch ihr Fundamental- 
dreieck noch nicht befltimmt, sondern enthlilt noch zwei willkürliche 
Parameter, wie bekannt. Man kann diese etwa so bestimmen, dass der 
vierte Doppelpunkt sich in der Transformation selbst entspricht, dann 

ist für pftmmtlicho fünf Curven 7?? die Lage der vier Doppelpunkte D 
dieselbe- 
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Involutionen gemeinsamen Elementenpaare bestimmt werden 

sollen, für eine der fünf Curven üjj, etwa die gegebene, 

irgend zwei resp. drei der Strahlbüschel D^ daraufhin zu 

untersuchen. 

Nun haben offenbar die beiden Involutionen 2)^, D^ noch 

ausserdem die drei Elementenpaare cp^, 9 , cp gemein : sowie 

die drei Involutionen jD^, D^, D^ das eine Paar 9 . Dies liefert 

mithin sofort die erste Ergänzung des letzten Satzes : 

e^) ;,Je zwei der fünfinvolutionen haben noch 

(ausser den sechs gemeinschaftlichen Elemen- 
tenpaaren $^) drei Elementenpaare gemein, je 

drei noch eine^. ' 

Daher reduciren sich die 3. 10' weiteren 
solchen Elementenpaare auf 10; deren jedes drei- 
mal auftritt; d.h. diese zehn weiteren Paare ge- 
hören den fünf Involutionen in der Art an, wie 
die zehn Eckpuncte eines Pentaeders den fünf 
Ebenen desselben," 

Endlich enthält jede der fünf Involutionen sechs der zehn 
weiteren Paare: z. B. D^ die Paare «p^^, cp^j^; cpj, cp,j; (p^^, cp^^. 

Diese bilden drei Quadrupel der Involution und wir haben: 
e^) „Die zehn weiteren (theilweise gemein- 
samen) Elementenpaare der fünf Involutionen 
lassen sich auch in fünf Sextupel anordnen, so 
dass jedes Paar dreimal auftritt. Jedes der Sex- 
tupel bildet drei Quadrupel einer der Involu- 
tionen. 

Diese Sextupel entsprechen also den Gegen- 
ecken des vollständigen Vierseits, das auf irgend 
einer Ebene des Bild-Pentaeders von den vier 
übrigen ausgeschnitten wird." 

Dieser Excurs möge vorläufig genügen. 
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Ueberträgt man diese Entwicklungen unter Vorwegnahme 
des Hülfssatzes , dass es ausser den besprochenen fünf Invo- 
lutionen keine weiteren (mit denselben sechs Elementenpaaren) 
giebt, auf die Cnrve B, so erkennt man, dass damit die Auf- 
gabe ^ die Zahl der biquadratischen Involutionen mit den- 
selben Doppelelementen*) nebst dem Zusammenhang 
unter ihnen zu erforschen, im Wesentlichen erledigt ist. 

Eine partielle Ausdehnung der Zahlverhältnisse auf In- 
volutionen beliebiger Ordnung mit denselben Elementonpaaren 
findet man Kap. III. 

Ehe wir uns aber zur Figur des Polvierecks (öatz y ) 

zurückwenden, möge noch ein Zweifel beseitigt werden, den 
man erheben kann, ob man nemlich berechtigt ist, die Funkti- 
onaldeterminante zweier biquadratischer Formen als eine ganz 
allgemeine Form sechsten Grades aufzufassen. Allerdings 
hängt die Involution vierten Grades von ebenso viel Con- 
stanten (nemlich sechs) ab, wie die Gleichung ihrer Dappel- 
elemente: es könnten aber eventuell zwischen den Coeffici- 
enten der letzteren Gleichung Relationen stattfinden, die sie 
zu einer speziellen Gleichung sechsten Grades stempeln 
würden. 

Die Funktionaldetcrminante einer Involution (4) lautet 
entwickelt : 

(10) = J- _ 11% +3APo, -<- ^ ^V* (3i>,3 + ^ P») 

+^y(Po,+^Pj+ >-' Pm -H '^ ^Vi>« -H '^> X* V.* iP,, -t- '2p J 
WO diep^^ die bekannten Verbindungen iclb)^^ bedeuten. 

Zwischen diesen herrschen bekanntlich drei Relationen 
der Form : 

WO i, kj l, m irgend vier der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 sind. 

*) Für diese ist der erwähnte Ilülfseatz durch Hiuweis auf das 
Stephauos'sche Kesultat cf. pg. 241 anm. ersetzbar. 
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Aus den fünf möglichen Relationen dieser Art kann man 
irgend drei auswählen, dann setzen sich die beiden übrigen, 
wie man sich leicht überzeugt, linear »aus jenen zusammen. 

Alle sonst denkbaren Relationen zwischen den p müssen, 
da z. B. zwischen den 6 p der Relation (11) nur diese eine 
Bedingung statthat, auf diese drei ausgewählten zurück- 
führbar sein. Wir wählen etwa die , in denen der Reihe nach 
der Index 4, 3, 2 nicht auftritt. 

Dann kann man z. B. die folgenden p\ 

■^01' -^02' -^08» -^23» -^31' ^24' ^34 

als unabhängige homogene Grössen auffassen. Denn es giebt 
keinen Index, der in einem der ^ nur einmal aufträte, so 
dass zwischen irgend sechs dieser Grössen eine der Rela- 
tionen (11) nicht existiren kann. 

Aus den ersten der drei ausgewählten Relationen kann 
dann p^^j und aus den beiden folgenden jp^^, p^^ eindeutig 

durch die übrigen ausgedrückt werden. 

Denkt man sich jetzt die Coefficienten a, 6 variabel, 
so enthält jeder Coefficient in (10) eine unabhängige Variable 
q. e. d. 

1:56. Wir kehren nunmehr zu den vier Formen y^, die 

den Doppeltangenten von R zugehörten, zurück und fragen, 
welche (canonische) Gestalt die Form J (10) annimmt, so 
bald man die Faktoren einer der Formen 9. als neue homo- 
gene Variable einführt. Seien diese (X— e.) (X — yj^); setzen 
wir demnach 

(12) X' = X-e,, v.'-\—y], 
80 wird die Doppeltangente (e^ yj^) dadurch zur Doppeltangente 

(0, (»). Die Einsetzung in (7) liefert dann: . 

(13) a^ = 0, b^ = und damit p,^^ = (r = 0, 1, 3, 4). 

Damit geht J (10) über (wenn wir wieder X, |Ji 
schreiben) in: (14) 
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J.i f,«p^,+3^i*X*j,„,+ ^i" X» (p„^+ 8;,,,)+ 3 ^\* P., + ^^ l»,* = 

WO man noch etwa p^^ durch die übrigen in (14) vorkom- 

menden p ausdrücken kann. Dies liefert den Stephanos- 
sehen Satz (cf. Comptes Rendus Dec. 1881): 

Q „Die Frage nach der Zahl und Natur der 
biquadratischen Involutionen mit gegebenen festen 
Doppeleleraen ten {J = 0) ist identisch mit der 
Frage nach der Zahl und Natur der verschiedenen 
linearen Substitutionen (12), durch die J\n diejenige 
canonische Form übergeht, in der die Coeffi- 
cienten des zweiten und vorletzten Termes ver- 
schwind en." 

157. Wir Combi niren jetzt die für die Doppeltangen ten D^ 
der Curve R (d. h. ihre Argumentenpaare cp^) erhaltenen 

Besultate mit der bekannten^*) Entstehung einer solchen Curve 
aus einem Kegelschnitt mittelst einer quadratischen Trans- 
formation T. 

Sei ein Kegelschnitt qp gegeben nebst drei Punkten (seiner 
Ebene), die, bezogen auf ihn, durch die Argumentenpaare 
if^ ^ (^k»\) ^'' ^^ ^' ^' ^) t)czeichnet seien. Das Dreieck der 
Punkte sei Fundamentaldreieck einer (sonst- vorläufig be- 
liebigen) Transformation T. 

Dann ist das Bild von cp eine Curve JB, mit den Doppel- 
punkten in den Ecken des Dreiecks. Von ihnen gehen an 
die Curve R die Tangentenpaare if^ = {a^y b^: die Argu- 
mentenpaare der Doppelpunkte selbst sind die bezüglichen 
Funktionaldeterminanten der (J^ (^jj)« 

Durch die Ecken des Dreiecks .gehen vier cp doppelt 
berührende Kegelschnitte: die Paare der Berührungspunkte 
sind durch die Fonnen cp. gegeben und die vier Kegelschnitte 

gehen vermöge T in die Doppeltangenten von R über. Dies 
möge vor der Hand genügen. 
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Man betrachte jetzt auf dem Kegelschnitt cp (als Klassen- 
ciirve) diejenige projektivische Beziehung^ der die drei Paare 
(a^tj) als Paare angehören. Solcher projektivischer Bezieh-' 

ungen giebt es noch acht^ da noch in jedem Paare das Ele- 
ment a dem ersten System und b^ dem zweiten oder umge- 
kehrt angehören kann. 

Diese acht Beziehungen theilen sich aber in zwei gleiche 
Gruppen von je vier, wo die zweite aus der ersten hervor- 
geht, indem man in j e d e m der drei Paare a^ &. die Bollen der 

Elemente vertauscht, wodurch sich nur die Bezeichnungen: 

^erstes und zweites System* vertauschen. 

Die eine der beiden Gruppen ist dargestellt durch das 
Schema (i, Ä, Z = 1, 2, 3) 

r(«.^) (\\) («.*i)i 

(«,*,) K\) (^a.) 
(«.*.) (\\) («,*,) 



(15) 



Bekanntlich durchlaufen die Punkte, von denen Tan- 
gentenpaare einer projektivischen Beziehung an einen Kegel- 
schnitt cp gehen, einen zweiten Kegelschnitt, der den ersten 
doppelt berührt *). 

*) Andrerseits stellt ein beliebig gewählter Kegelschnitt 
^ nebst einer projektivischen Beziehung (linearen Trans- 
formation) seiner Elemente auf ihm die allgemeine reciproke 
Verwandtschaft in der Ebene dar. 

Denn wählen wir 9 als Ordnungskegelschnitt, so ist durch die gege- 
bone Beziehung ein zweiter (Klassen-) Kegelschnitt 4> bestimmt, der 9 
zweimal berührt und umgekehrt. 

Zwei solche sich doppelt berührende Kegelschnitte sind bekanntlich58) 
stets die Fundamen talkegelschnitte einer reciproken Verwandtschaft u. umg. 
d. h. die Orter der Punkte resp. Geraden, deren in der Verwandtschaft 
entsprechende Gerade resp. Punkte mit ihnen incident sind. 



^ 
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Daher muss für jede der projektivischen Beziehungen 
(15) der zugehörige Kegelschnitt durch drei feste Punkte 

Zugleich werden dann dadurch die Elemente von 9 und 4> selbst 
projektivisch auf einandf;r bezogen. 

Es möge für den canonischen Fall, dass 9 zum Normkegelschnit N^ 

gewählt wird 

(1) 4 Xq x,^ — jr\ = 1. e. ^x^ = 1, par^ = 2 X, pr^ = X* (cf. pg. 43) 

und die gegebene projektivische Beziehung 

(2) X' = aX 
ist (also die Doppelelemente 0, oo besitzt) die Rechnung durchgeführt werden. 
Dann ist der Kegelschnitt <fr von der Form 

(3) u^ u^ - ßuj =. 

und es handelt sich um die Beziehung zwischen a, ß. 

pie allgemeine bilineare Form, deren Verschwinden die allgemeine 
reciproke Verwandtschaft darstellt, wird für A^^ als Ordnungsfundamental- 
kegelschnitt, folgende einfachere: 

Soll andererseits der Klassenfundamentalkegelschnitt der Verwandt- 
schaft mit (8) zusammenfallen, so verschwinden k^^ und A;.. und (4) wird: 

(4 ') ^qV^^^q^^i ^i ~^ ^2 ^0 ("*""'' 02) ^^ ^ ^°^ ^*® dualistisch adjungirteForm: 
(5) UQV^kQ^—u^v^k^^{4-~k^^) + u^^^^(A -/.•^^p = 0. 

und 

(6) ß = *»? (^-^W 

4 

Irgend einem Punkte Pj (Xj) von N^ entspricht eine durch ihn gehende 
Gerade. Ihr zweiter Schnittpunkt mit N^ ist der nach (2) dem Punkte Xj 
entsprechende Punkt X'^. Die Gleichung der Geraden wird wegen (4') 

und ihr mit N^ cemeinsames Punktepaar: 

(8) V« (4 - kj - 4 V X, + /:,,, X» ^. (v - X,) {» (4 - 1-^) - X, i„,} = 0, 
mithin ist 

(9) a =^ " un«! 

__ 02 

• 4 a 
(10) ß = „ 
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gehen und 9 doppelt berühren. Dies liefert mit Berück- 
sichtigung des über die Transformation T Gesagten: 

rj) „Gegeben sei eine Curve R: von den drei 
Doppelpunkten mögen die Tangentenpaare (a^ b^) = ^^ 

an sie gehen: die Argumentenpaare der Doppel- 
tangenten seien (b^ tj^ =z (f^(jk z=z 1, 2, 3, 4). 

Dann sind die vier Paare 9^ die Doppelelemente 

der vier (überhaupt möglichen) proj ektivischen 
Beziehungen, denen die drei Paare cp^ als Paare an- 
gehören. 

Durch irgend einen Punkt P einer Doppel- 
tangente D^ gehen immer zwei solche Kegelschnitte^ 

dass ihre drei weiteren Schnittpunkte in den Dop- 
pelpunkten von jR liegen, und die zugleich R be- 
rühren. 

Die Berührungspunkte sind ein Paar der D^ 

angehörigen projektivischen Beziehung." 

Und in Hinsicht auf Satz y^) kann man unser Resultat 

beiläufig als einen Satz aus der Theorie der projektivischen 
Beziehungen aussprechen : 

Tfj^) Es giebt vier verschiedene projektivische 

Beziehungen, denen drei feste Paare (a^ b^ =: tj^j 



In der That fallen die beiden nach (10) einem Werth ß entsprechenden 
Werthe für ß = 1 znsammeD. Dann aber wird auch a = 1 und es fallen 
N^ und ^ zusammen (d. h. *P wird = Ng) und die projektivische Be- 
ziehung auf N^ zur Identität. Das ist aber bekanntlich der Fall des Polar- 

Bjstems. 

Betrachtet man in der allgemeinen Verwandtschaft einen beliebigen 
Punkt Pj als Punkt des ersten Systems, und gehen von ihm die Tangenten 

{d^ t^) an N^t ^o entsprechen diesen in der projektivischen Beziehung 

zwischen den Elementen von N^ und <P auf ^ zwei Punkte (eZ^ t^) - ^^^ 

Gerade (d^ t^) ist dann die P^ entsprechende Gerade. 
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als Elementenpaarc angeboren. Ihre Doppelele- 
mente seien durch die Paare (e^ f]^ z=z (f^ dargestellt. 

Zwischen den Quadraten dieser Formen (p^ 

herrscht eine lineare Identität. Construirt man sechs 
weitere Paare, die Funktionaldeterminanten der q> , 

so stellt jedes Paar ^^ mit den drei dieser wei- 
teren Paare, die den Index Ä nicht enthalten, 
wiederum die Doppelelemente von vier pro je k- 
tivischen Beziehungen dar, die drei gemeinsame 
Paare besitzen. Oder kürzer: zu vier pro*jek- 
ti vi sehen Beziehungen mit drei gemeinsamen 
Paaren gehören noch vierQruppen von vier Be- 
ziehungen derselben Art. Jedes Doppelelemen- 
tenpaar tritt zweimal auf; so dass es deren im 
Ganzen zehn giebt. 

Die fünf Doppelelementenpaarquadrupel ent- 
sprechen den Ecken der fünf Tetraeder des 
Bild-Pentaeders der Involutionen vierter Ord- 
nung mit gemeinsamen D oppelelementen etc. etc. 

Zu den drei (einfach unendlichen) Schaaren 
von projekti vischen Beziehungen mit drei festen 
Doppelelementenpaaren 9^, cp^, (p^ gehört stets noch 

eine vierte mit dem Doppelelementenpaar (p^. 

Dann giebt es drei bestimmte Paare (a. i^) = cp., 

so dass jede der vier Be;siehungsschaaren eine 
Beziehung aufweist, der diese drei Paare als 
Elementenpaare zugehören etc. etc.^ 

158. Im Folgenden soll die Transformation T in direkte 
Verbindung mit dem Schnittpunkttheorem einer Curve B (6) 
gebracht werden. Diese Verbindung ist schon implicite im 
Satze (ß) enthalten. 

Denn es ist bekannt, dass die in Bezug auf ein Kegel- 



Die Reye*sohe Apolarität und die Normcurven. 255 

Schnittbüschel conjugirten Punktepaare nichts anderes sind, 
als die Punktepaare einer Transformation T, deren Einheits- 
punkte in den Basispunkten *) des Büschels liegen und deren 
Fundamentaldreieck das genieinsame Polardreieck des Büschels 
ist; und umgekehrt lässt sich jede ein- eindeutige^ involu- 
torische ; quadratische Transformation in dieser Weise auf- 
fassen. Wir nennen sie kurz die Transformation des Büschels. 
Dann kann man Satz (ß) auch so aussprechen: 

ß^) ^Es sei irgend ein Kegelschnittbüschel 

gegeben und damit seine Transforro ation T. Sei 
dann cp irgend ein auf dem Büschel ruhender Kegel- 
schnitt, so siifd die sämmtlichen Punktepaare 
von T ersetzbar durch die sämmtlichen Gegen- 
ecken aller (oo*) 9 umschriebenen Polvierseite 
des Büschels.^ 

Wird qp zum Normkegelschnitt gewählt, so ist umge- 
kehrt ein solches Büschel durch 

(3) a* = o; 6* = 

und die Transformation T durch 

(6)«. = o, K = o . 

dargestellt. 

In der That werden ja die Formen (6), wenn man die 
s^ durch die beiden Keihen a^ a^ a^; x^ x^^ x^ ersetzt, zwei 

in diesen Reihen bilineare symmetrische Formen, die durch 
ihr Verschwinden immer eine Transformation T"> feststellen. 

Wir denken uns die Ebene des Büschels (oder auch 
von cp) zunächst als eine ganz beliebige, mit der der Curve 
JR nicht sich deckende. 

159. Wählt man das Polardreieck des Büschels zum 



*) Wir nennen daher umgekehrt das BÜscJiel das „Einheitsbüschel 
Ton T'^, seine zerfallenden Kegelschnitte, wie gewöhnlich, die ,|£inheits- 
geradenpaare von 'f. 



256 ^»© Reye'sche Apolarität und die Normciirveti. 

Coordinatendreieck, so ist die Transformation T immer in 
der canonischen Form darstellbar 

(16) px,y, = v, (» = 0,1,2) 

WO die Vj noch beliebige Constanten sind. 

Dann ist die Gleichung für das Paar der durch den 
Punkt (a;. = rr^^ = 0) gehenden Einheitsgeraden von T 

(17)a.fv,-x«v, = 0. 

Da der Kegelschnitt <p 

(18)M* = 

auf dem Einheitsbtischel von T ruhen soll, so gelten die 
Relationen: 

w 

(19) cja.. = V. oder " =^: 

kk k 

x) jjDie ganze Schaar der nach Satz ß^) zu 

einer in der canonischen Form gegebenen Trans- 
formation T (9) gehörigen Kegelschnitte qp ist 
dargestellt durch 

wo die a variabel sind.^ 

Mithin ist die Gleichung des vom Fundamentalpunkte 
(.'Cj z=z 0, x^ = 0) an einen Kegelschnitt cp (18) gehenden 

Tangentenpaares : 

(20) :rf V, - 2 .r^ a;, a,, + o;» V. = 0. 

Wegen der Bedingung (12) ist dieses Paar zum Ein- 
heitsgeradenpaar (10) harmonisch. 

Wir nennen diejenige Strahleninvolution (zweiten Grades) 
des Fundamentalpunktes, für die seine Einheitsgeraden Doppel- 
strahlen sind, ^die Ilauptinvolütion des Punktes*, sowie einen 
Kegelschnitt 9 einen ^Grundkegelschnitt von T* und haben*): 

*) Andrerseits sagt Satz y^) jetzt aup, dass jeder Kegelschnitt, für den die 
EinheitBpunkte von T ein Polviereck bilden, ein Grnndkegol schnitt von 
T ist und umg. 
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X) jjDie zwei Bedingungen, de nenein Grund* 
kegelscbnitt qp einer Transformation T zu ge- 
nügen hat (nemlich auf dem Einbeitsbüschel 
von T zu ruhen) lassen sich auch dahin angeben, 
.dass die von den Fundamentalpunkten von T an 
9 gehenden Tangentenpaare den bez. Haupt- 
involutionen angehören.* 

Ist dies daher für zwei Paare der Fall, so auch für das 
dritte, wie bekannt. Umgekehrt folgt aus Obigem sofort, 
dass bei beliebigem Grundkegelschnitt 9 (11) und bei 
beliebigem Fundamental- (und Coordinatendreieck) die be- 
zügliche Transformation T die folgende ist: 

(21) px-.«/, = a... 

160. Die Construktion des einem gegebenen Punkte 
vermöge einer Transformation T entsprechenden Punktes ist 
bekannt, dagegen möge hier mit Benützung der Sätze Nr. 49 
cf. auch Nr. 125, 127, 136 eine andere Eigenschaft eines 
Punktepaares von T zur Sprache kommen. 

Die Elemente eines solchen Paares bestimmen immer 
ein einem Grundkegelschnitt 9 umschriebenes Polvierseit des 
Einheitsbüschels (für das sie zwei Gegenecken sind). Daraus 
folgt : . 

|i) ^Greift man irgend einen der Grundkegel- 
schnitte 9 einer Transformation T heraus, so 
bestimmen zwei vermöge T sich entsprechende 
Punkte (vermöge ihrer Tangenten an 9) ein 9 um- 
schriebenes Viersei t. 

Dann ruht der diesem Vierseit einbeschriebene 
und auf 9 ruhende Kegelschnitt zugleich auf 
dem ganzen Einheitsbüschel von T. Oder: 

Denkt man sich nur den einen Punkt gegeben 
(mit den Tangenten t^, t^ an 9), so giebt es einen 

bestimmten Kegelschnitt, der t^^ t^ berührt und 

W. Fr. Hey er, ApoIeritJtt. 17 
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auf cp und dem Einheitsbüschel von T ruht. Die 
zwei weiteren Tangenten, die dieser mit 9 gemein 
hat, treffen sich in dem dem gegebenen vermöge 
T entsprechenden Punkte, etc.* 

161. Nunmehr gehen wir zur Ausführung des Nr. 158 
angeregten Gedankens. Vermöge der Gleichungen (7) (8) 
repräsentirt jedes Punktepaar von T, bezogen auf einen Grund- 
kegelschnitt (p, oder auch jedes 9 umschriebene Polvierseit 
des EinheitsbÜschels von T ein Punktquadrupel einer Cui^ve 
R (mit dem Schnittpunkttheorem (8)) auf gerader Linie. 

Jeder Fundamentalpunkt von T bildet mit einem be- 
liebigen Punkt der gegenüberliegenden Fundamentallinie ein 
Paar von T, mithin sind, wenn von den Fundamentalpunkten 
die Tangentenpaare (a^ ß^) an 9 gehen, dies die Argumenten- 
paare der drei Doppelpunkte *) von P. 

Umgekehrt ist bekanntlich bei beliebiger Annahme dieser 
drei Paare eine Curve R (nebst allen collinear in sie über- 
führbaren) völlig bestimmt, wie es im Einklang mit der 
Schlussbemerkung von Nr. 159 sein muss. 

Dagegen treffen jetzt die Seiten des Fundamentaldreiecks 



*) Dies erhält seine Bestätigung durch die an Nr. 66, 116 anknüpfende 
Ergänzung. Die Einheitsgeradenpaare schneiden aus dem Kegelschnitt 9 
harmonische Quadrupel aus, mithin sind die letzteren durch die Gleichung 
dritten Grades in k (cf. Formel (7)): 

j (ay^ + k b^^ (0 

bestimmt. Sei k^ eine der Wurzeln, so ist nach Früherem 

j («X + h *x) ^ ^ a - «)* + -B(^-ß)* 

WO a, ß das zu den beiden Paaren, die die Geraden des bezüglichen Ein- 
heitspaares aus 9 ausschneiden, harmonische Paar ist d. h. das von ihrem 
Doppelpunkt (Fundamentalpunkt von T) an o gehende Tangentenpaar. 

Dann aber lautet die bezügliche Gleichung des Schnittpunkttheorems 
der Curve P (cf. Formel 6)): 
Ä (X,~a) (X,-a) (X,-«) a^-a) + B (\~?) (X,-ß) (Xj-ß) (X,-ß) = 

woraus wiederum hervorgeht, dass a, ß ein Doppelpunkt der Curve P ist. 
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den Kegelschnitt cp in den drei Paaren (a^ h^, die auf 

der Curve B den Berührungspunkten der von den Doppel- 
punkten an sie gehenden Tangenten zugehören. 

Die vier Einheitspunkte von T repräsentiren^ auf q) be- 
zogen, die Argumentenpaare der Doppeltangenten von R 
und die sechs Punkte J auf 9, in denen ein Einheitskegel- 
schnitt (p berührt, die Wendepunkte von ü. 

162. Wir haben bisher mit zwei ganz verschiedenen 
Transformationen T zu thun gehabt, einmal die, durch die 
eine Curve ü in einen Kegelschnitt überging (und die noch 
zwei Parameter enthielt): zweitens diejenige, die das Schnitt- 
punkttheorem einer Curve P auf eine beliebige Ebene ab- 
bildete mit Hülfe eines beliebigen Kegelschnitts f und eines 
beliebigen Fundamen taldreiecks (wodurch sie dann aber ein- 
deutig bestimmt war). 

Wir lassen nunmehr die beiden Ebenen von 
1 zusammenfallen {vLndi denken uns in dieser Ebene 
die Curven JB und P), ferner aber auch beide Trans- 
formationen T und zugleich beide Kegelschnitte. 

In der That sind die beiden Parameter der ersten Trans- 
formation so bestimmbar. Bekanntlich sind die drei Tan- 
gentenpaare von den Doppelpunkten einer Curve R an die- 
selbe zugleich solche eines bestimmten Kegelschnitts K. 

Von einem Doppelpunkte A^ geht somit einmal ein 

solches Tangentenpaar (a^ h^ aus: zweitens das Geradenpaar 
nach den beiden andern Doppelpunkten A^ Ay 

v) „Wir wählen für jeden Doppelpunkt das- 
jenige Geradenpaar zum Einheitsgeradenpaar 
(der Transformation T, durch die B, in einen 
Kegelschnitt K übergeht), das zu den beiden 
angegebenen Paaren harmonisch ist. Dann geht 
dieCurveiZgerade in denKegelschnitt JE^übe r." 

In der That ist diese Bestimmung möglich, und zwar auf 

17* 
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nur eine Art. Denn zum Geradenpaar Ä^ A^^ A. A^ muss 

das Einheitsgeradenpaar a priori harmonisch sein: die drei 
Restbedingungen kommen aber wegen Satz (X) auf nur zwei 
zurück. 

Dieser Kegelschnitt JST ist daher sowohl das Bild der Curve 
R vermöge der so bestimmten ^Grundtransformation T*, als 
zugleich für diese ein Grundkegelschnitt. 

Er heisse daher auch der ^ Grundkegelschnitt <p der 
Curve R^. 

Soll nun diese Transformation T zugleich das Schnitt- 
punkttheorem der Curve iJ darstellen, so folgt : 

7c) jpDie Curven JB undP sind durch T ein- ein- 
deutig*) auf einander bezogen und zwar haben 
sich für beide die drei Paare (a. ß.) und die drei 

a n d e r n («j h^ vertauscht.* 

163. Die Beziehung zwischen den beiden Curven R, P 
soll jetzt mit Hülfe des Kegelschnitts 9 näher angegeben 
werden. Es ergeben sich so eine Reihe von Sätzen **) für den 
Grundkegelschnitt einer rationalen Curve vierter Ordnung. 

Dieser Grundkegelschnitt dient -jetzt zu- 
gleich als Normkegelschnitt; sodass die Bezeich- 
nungen ^Punkt (Xj X^), Gerade Q^ l^'f vöHig deutlich sind. 

Nun entspricht irgend einer Tangente von P (X X r^ r^) 



*) Da dann zwischen den Parametern beider rationalen Curven 
eine bilineare Beziehung (Projectivität) herrscht, so hat man beiläufig 
den Satz: 

„Es giebt eine bestimmte projektiv ische Beziehung, die irgend drei 
Elementenpaare in ihre bezüglichen Funktionaldeterminanten überführt.^ 

Die Art und Weise, wie sich die einzelnen Faktoren dieser drei 
Formenpaai'e entsprechen, folgt daraus, dass einem Umlauf der Curve JR 
ein bestimmter Umlauf der Curve P entspricht. 

**) Bei ihrer Ableitung könnte man sich auch auf die Betrachtung 
der Transformation T allein beschränken, da diese Ja die der Curve P 
ersetzt. 
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ein vollständiges (9 umschriebenes) Vierseit von T, für das ein 
PaÄr Gegenecken aus den Punkten (XX) (r^ r^) besteht. Die 

den Punkten von 9 vermöge T entsprechenden Punkte durch- 
laufen die Curve R: d. h. : die Beziehung zwischen R und P 
{gemäss Satz (71;)} gestaltet sich genauer so: 

7c^) „Die Punkte der Curve 22 (auf 9 bezogen) 

repräsentiren die Restpunktepaare der Tan- 
genten der Curve P und umgekehrt (und reciprok; 
wenn man die Punkte von P auf ihren Grund- 
kegelschnittbeziehen würde).*^ 

Dies wende man auf die Doppeltangenten von P an. 
Dann entsprechen diesen einmal vier Punktepaare auf B, 
andererseits vier Puiiktepaare auf cp (und zwar gehen vermöge T 
die Elemente jedes Paares in einander über). Demnach setzen 
diese vier Paare die Schnittpunkte von R und f zusammeb : 

7C^) ^Die acht Schnittpunkte einer beliebigen 

Curve jB mit ihrem Grund kegelschnitte theilen 
sich in vier Paare 9j der Art, dass die vierPunkte 

^j (auf 9 bezogen) die Einbeitspunkte der zur 

Curve jR gehörigen Grundtransformation T sind.* 
Die Eigenschaften der Einheitspunkte von T liefern eine 
Reihe von specielleren Sätzeo für R, die hier unterdrückt 
werden können. 

Wir gehen weiter zu den Wendetangenten von P, 
JSIun ist es bekannt , dass' eine beliebige Gerade von zwei 
Kegelschnitten des Einheitsbüschels berührt wird und dass 
die Berührungspunkte stets ein Paar der Transformation T 
bilden. 

Da aber den Wendepunktsargumenten to auf P die Doppel- 
elemente der auf cp durch das Einheitsbüschel ausgeschnittenen 
Involution entsprechen , so gilt : 

^s) 7;Gegeben sei irgend eineCurvei?. Dann 
giebt es sechs Kegelschnitte des Einheitsbü- 
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schels ihrer Grundtransformation T, die ihren 
QruDdkegel schnitt ^(in den Punkten id) berühre a. 

Die Tangenten von cp in den Punkten la werden 
von sechs weiteren KegelschnittendesEinheits- 
bUschels noch an einer andern Stelle berUhrt 
(in denPunkten W). 

Diese Punkte W liegen wieder auf der 
Cnrve B." 

Die Beehe weiteren , von den Punkten IT an tp gehenden 
Tangenten besitzen die Argumente r der Restpuukte der 
Wendetangenten von P. 

TcJ Diese Tangenten r von f berühren aber 
die Curve M in den Punkten W, wie jetzt gezeigt 
werden soll. 

Es giebt zwölf den Curven It und f gemeinsame Tau- 
genten. Zu diesen kommt man so. 

Eine beliebige Tangente z von <f treffe R in den Punkten 
(■^("■i) i'^V-i) (■^Kj) iW'i}' ^ä"" '""^ andrerseits die [t die Rest- 
punkte der vier Tangeuteu , die vom Punkte t der Curve P an 
sie gehen. 

Nun fallen von den vier ji d. h. von solchen vier Tan- 
genten nur in folgenden zwei Fällen zwei zusammen ; wenn 
der Punkt t von P: 

Erstens ein Doppelpunkt («^ resp, b), 

Zweitens ein Restpunkt r einer Wendetaugente ro ist. 

Im letzteren Falle fällt auch der Restpunkt |i einer solchen 
Tangente mit dem Wendepunkt tu zusammen. 

Mitliin sind die gemeinsamen Tangenten von Ji und cp 
(einmal die drei Tangentenpaare a^, b^, die von den Doppel- 
punkten ausgehen und diese dienten ja gerade ursprünglich 
zur Bestimmung von if: andrerseits) die sechs Tangenten r, 
die B in den Punkten (r, w) berühren. Dies ist aber Satz (n ). 

164. Es erhebt sich jetzt die allgemeine Frage: 
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Welche Eigenschaft haben drei Punkte auf R resp. P, 
die drei andern auf P resp. R in gerader Linie liegenden ent- 
sprechen ? 

Erst nach Beantwortung dieser kann man die Frage nach 
der Beziehung beider Curven als im Wesentlichen erledigt 
ansehen. 

Der erste Fall ist der einfachere. 

Man nehme drei Punkte X^ X^, X^ auf der Curve P in 

gerader Linie an. Ihre Tangenten an P schneiden drei Rest- 
punktepaare aus; die diesen (nach Satz tu^) entsprechenden 

Punkte der Curve R werden gesucht (deren Bildpunkte auf 
(p eben die Argumente X^, X^, X^ besitzen). 

Dann müssen die Tangenten X^; X,, X^ von 9 Seiten eines 

cp umschriebenen Polvierseits des Einheitsbüschels (von T) sein 
(cf. Satz ß). 

Dies liefert mit Hülfe des Satzes (p.) den folgenden : 

p) ^Drei Punkten von P auf gerader Linieent- 
sprechen zunächst auf 9 drei Punkte^ deren 
Tangenten (an 9) ein solches Dreiseit bilden; 
dass ihm ein Kegelschnitt einbeschrieben werden 
kanU; der auf 9 und dem Einheitsbüschel ruht 
(und umgekehrt). 

Die diesen drei Punkten von cp vermöge T 
entsprechenden Bildpunkte auf R sind die ge- 
suchten, den bez. Punkten von P entsprechenden.* 

165. Zweitens betrachte man drei Punkte \l^, [ij», |ig von 

R auf gerader Linie. Trifft diese 9 in dem Punktepaar rj^, rj^, 

so gehören die drei von den gegebenen Punkten an cp 
gehenden Tangentenpaare der Involution (zweiten Grades) 
mit den Doppelelementen y\^, i\^ an. 

pj ^Demnach suche man auf P solche drei 

PunktepaarC; die Paare einer auf P gegebenen 
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Involution (tJj^iJj) sind und deren bez. Verbindungs- 
geraden ausserdem P berühren. Die Berührungs- 
punkte entsprechen dann den auf R gegebenen 
drei Punkten |ij, {1^^, jx^ (und umgekehrt).* 

Demnach reducirt sich die Erledigung unserer Frage 
auf die Untersuchung einer auf einer Curve P gegebenen 
gewöhnlichen Involution d. h. genauer der Verbindungs- 
geraden ihrer Punktepaare auf P. 

Da eine Gerade die Curve B in vier Punkten trifft, so 
haben wir zunächst: 

o) ^Ist auf einerCurve Pirgend einegewöhn- 
liche Punktinvolution gegeben, so giebt es vier 
Tangenten der Curve, die ein Punktepaar der 
Involution (als Restpunktepaar) aus P aus- 
schneiden.* 

Die weitere Untersuchung der von den Verbindungs- 
geraden aller Punktepaare der Involution (auf P) umhüllten 
Curve würde hier zu weit abführen; es möge genügen, das 
Hauptresultat, dessen Beweis sich ohne prinzipielle Schwierig- 
keiten mittelst des Schnittpunkttheorems von P führen lässt, 
hier, anzuführen. 

Oj) „Gegeben seiaufeinerCurvePdiePunkt- 

involution mit den Doppelelementen 7jj,ifjj. Dann 

umhüllen die Verbindungsgeraden der Punkte- 
paare der Involution eine rationale Curve dritter 
Klasse I. 

Diese berührt die Curve P an sechs Stellen (6). 

Die bezüglichen Tangenten an P haben die 
Eigenschaft, dass der Berührungspunkt mit 
einem der Restpunkte ein Paar der Involution 
bildet. 

Die Punkte (6) sind zugleich die j enigen von 
P, für die die sie mit dem in der In volution en t^ 
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sprechenden Punkte verbindende Gerade zu- 
sammen fälltmit einer der beiden, fürdievonden 
drei Restpunkten zwei ein Paar der Involution 
bilden. 

Ausserdem hat die Curve I noch dievier aus- 
gezeichneten Tangenten des Satzes (a), sowie die 
beidenTangentenrjj, yj^anPraitPgeraein. 

Desgleichen hat die Curve I noch vier Punkte 
PmitPgemein, fürdiediebeidenvonPausgehen- 
den und ein Punktepaar der Involution (das P nicht 
enthält) ausschneidenden Geraden coincidiren. 

Auf diese Weise setzen sich die 16 gemein- 
samen Punkte und die 18 gemeinsamen Tangenten 
zusammen^ was das Schema erläutert: 

16 = 2. 6 4- 4 
18 = 2. 6 -f 4 4- 2. 
Es giebt eine Doppeltangente der Curve I, die aus 
P zwei Punktepaare der Involution ausschneidet. 

Dem entspricht, dassdie Gerade (rj^; 7)^) der T- 

Ebene von zwei Kegelschnitten des Einheits- 
büschels berührt wird, und daher die Berührungs- 
punkte ein Paar von T bilden.^ 

Die Beziehung zwischen den beiden Curven P und I ist 
aber einer höchst merkwürdigen Umkehrung fähig, auf die 
ich an andrer Stelle mal näher einzugehen gedenke und die 
hier nur folgendermaassen angedeutet sein soll. 

Da die Curve I rational ist, so lässt sich auch auf 
ihr ein Parameter X in bekannter Weise ausbreiten. Dann 
gilt der Satz : 

a^) jjEs giebt eine bestimmte symmetrische*) 

Verwand tschaft zweiten Grades (a,^ = a, ,) 

^ ik kK 



*) Daher kann man die Form (22) auch bo schreiben, dass sie als 
vom zweiten Grade in den ürössen (X+ji), (Xji) erscheint. 
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(22) X' (a^, \L^ + a^^ (1 + aj + X (a,^ ^* -f. a^^ |a + a,,) 

+ (*20 V-^ + ^21 1^ + ««) = 0, 
die auf die Tangenten von I angewandt; als 
Schnittpunkte der der Verwandtschaft ange- 
hörigen Tangentenpaare (X, |Jt) wieder rückwärts 
die Punkte der Curve P erzeugt. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen 
rationalen Curve dritter Klasse I nebst einer 
beliebigen symmetrischen Verwandtschaft (22) 
auf ihr aus, so gelangt man so zu einerCurveP^ 
fürdieesdann wieder eine bestimm te Involution 

(23) a, + a,(X + |x) + a,Xn = 

giebt; vermöge deren man nach Satz a^) wieder 

zur Curve I zurückgelangt.'^ 

166. Zum Schluss runden wir unsere allgemeinen Be- 
trachtungen über das Verhältniss der Curven R und P dahin 
ab; dass wir letzterer , deren Lage bis dahin ganz irrelevant 
war, eine canonische Lagenform geben. 

x)„Man kann als Curve P (deren Schnittpunkt- 
theorem mit Hülfe des Grundkegelschnitts cp zu- 
gleich die Transformation T darstellte) diejenige 
Klassencuryre P nehmen, die aus dem Grund- 
kegelschnitt der Curve R, als Klassenkegel- 
schnitt aufgefasst; vermöge der zuT genau dua- 
listischen Transformation T' hervorgeht.* 

In der That erhält man dann eine Klassencurve P, 
deren drei Doppeltangenten die Argumentenpaare (a^ b^ und 

deren Restpunktepaare die Argumenteupaare (a^ ßj) erhalten, 

was genügt, um sie statt der ursprünglichen Curve P zu 
substituiren. 

Dann kann man das Verhältniss zwischen den Curven 
K und P so formuliren; 



i 



i 
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9) ^Ist in einer Ebene ein Dreieck und ein 
bell ebiger (nicht zerfallender) Grundkegelschnitt 
¥ gegeben, so ist damit sowohl die Punkttrans- 
formation T gegeben, vermöge deren 9 in die Curve 
Ry als auch die Geradentransformation T', ver- \ 

möge deren 9 in die Curve P übergeht. 

Dann stellt irgend ein Punktepaar von T 
(bezogen auf 9) ein Tangentenquadrupel von P 
mit gemeinsamem Centrum und irgend ein Ge- 
radenpaar von T' (bezogen auf 9) ein Punkt- \ 
quadrupel von i2 auf gerader Linie dar. 

Speciell repräsentiren die Punkte von R die 
Bes ttangentenpaare der Punkte von P und die 
Tangenten von P die Restpunktepaare der Tan- 
genten von R.^ 

Oder kürzer: „Die Punkte von R resp. die Tan- 
genten von P repräsentiren, auf 9 als Normkegel- 
schnitt bezogen, das Schnittpunkttheorem von P 
resp. R,^ 

167. Auf die grosse Zahl der besondern Fälle, in denen 
die Curven iZ, P specielle Singularitäten aufweisen, soll hier 
nicht näher eingegangen werden: nur ein Fall von beson- 
derer Wichtigkeit möge zur Sprache kommen, um die Be- 
trachtungen der Nr. 33, die damals von der Projektion einer 
cubischen Raumcurve auf eine Ebene zuerst auf die qua- 
dratische Transformation der dort erwähnten Natur führte, 
jetzt in ein helleres Licht zu stellen. 

Besitzt nemlich die Curve P eine dreifache Tangente 
(cf. über die dazu nöthige Bedingung pg. 184), so ist der 
Grundkegelschnitt 9 dem Fundamentaldreieck einbeschrieben 
(u. umg.), dann geht die reciproke Curve R in eine solche 
mit drei Spitzen über. 

In diesem Falle (und nur in diesem) existirt ein 9 um- 
schriebenes Poldreiseit des Einheitsbüschels« Die Einheits- 
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geradenpaare werden unbestimmt, wie ja auch daraus folgt, 
dass die Coefficienten von wj, wj, u^ in der Klassengleichung 

von cp verschwinden (cf. Formel 21). 

Mithin ist die Transformation T erst nach Annahme 
eines beliebigen ihr angehörigen Puuktepaares *) bestimmt. 

Wählt man als solches den sich selbst entsprechenden Punkt, 
der den drei Verbindungsgeraden der Dreiecksecken mit den 
Berührungspunkten der Gegenseiten angehört, so ist man 
damit genau auf die Transformation der Nr. 33 ge- 
kommen. 

Construirt man für jede Ecke zu der bez. Verbindunga- 
geraden (in Bezug auf das Paar der bez. Dreiecksseiten) den 
vierten harmonischen Strahl, so sind die Eckpunkte dieses 
neuen Dreiecks die drei weiteren Einheitspunkte von T. 

Derjenige Kegelschnitt cp^, der diese drei vierten har- 
monischen Strahlen in den Ecken des Dreiecks berührt, ist 

*) Besitzt die dreifache Tangente von P die Argumente a, ß, y 
und wird 

(X-Xj) (X-Xj,) (X-X3) (X-X^) :JE ^ (X) 

gesetzt, so hat das Schnittpunkttheorcm von P die Form (cf. Nr. 113): 

Vi *(«) + q^ m + 78 Ky) = 0. 

Der Willkürlichkeit der Grössen (P9){i. entspricht die Willkürlichkeit 

des für T noch anzunehmenden Punktepaares. Zwischen diesen Grössen • 
und den Constanten v der Transformation T bestehen drei bilineare Be- 
ziehungen. 

Trotzdem der Grundkegelschnitt 9 fQr die Transformation T der 
Nr. 33 eine specielle Lage hat, so erkennt man doch leicht, dass sich 
Jede andere Transformation T auf sie (mit Hülfe einer speciellen Col- 
lineation) zurückführen Iftsst, denn es gilt der Satz: 

„Die allgemeinste quadratische ein- eindeutige, aber 
nicht involutorische T ransformation der Ebene lässt sich 
immer zusammensetzen aus jener speciellen Transformation 
T und einer allgemeinen Collineation.*' 

Dieser Satz liegt der Nr. 34 implicite zu Grunde. 
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wieder umgekehrt der Grimdkegelschnitt einer bestimmten 
Transformation T^, die das Schnittpunkttheorem einer Curve 

P mit drei Wendetangenten (also einer zur Curve iJ, die 
vermöge T dem Kegelschnitt 9 entsprach^ gerade dualistischen) 
darstellt. 

Mit Hülfe des Satzes pg. 179 formulirt sich das Haupt- 
resultat für unsern Specialfall so: 

4^) jjDie Transformation T der Nr. 33 ist das Bild 
des Schnittpnnkttheorems einer Curve P mit drei- 
facher Tangente (a ß y), für die einer der Doppel- 
punkte die Argumente (§; 7j) besitzt, die zu (a ß y) 
aequianharmonisch sind.^ 

Sehen wir zum Schluss noch, wie sich der Gang von 
der allgemeinen nicht-involutorischen Transformation T zu 
der letzterwähnten Specialtransformation T vollzieht. 

Die erstere ist bekanntlich gegeben durch die Relationen: 

Je k k 

24) px. = -* = -*= ■ ' ^ . (i = 0, 1, 2) 

wo die X resp. y sich auf die beiden verschiedenen Coor- 
dinatendreiecke (zweier als verschieden gedachter, sich deck- 
ender Ebenen) beziehen. 

Durch diejenige Collineation , vermöge der die Seiten 
des zweiten Dreiecks in die bezüglichen des ersten hinein- 
fallen, entsteht eine involutorische Transformation T: 

25) 9^^, = -^ 

WO die k' noch ganz willkürliche Constanten sind. 

X) ^Dieser zweifachen Willkürlichkeit ent- 
spricht einmal, dass man als Grundkegel schnitt (f 
der Transformationen T (25) der Reihe nach jeden*) 



*) Es mag dabei noch einmal betont werden, dass dann (für Jeden 
Eiubeitspunkt) die Coefficienten der Quadrate der u in der Klassengleiohung 
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dem a;-Dreieck einbeschriebenen wählen kann; in an- 
drer Hinsicht das zweifach ausgedehnte System der 
Collineationen, die bei festem aj-Dreieck der Reihe 
nach jeden Punkt der Ebene zum Einheitspunkt der 
Coordinatenbestimmung machen.^ 

In der That ist bei fest gewähltem Kegelschnitt qp nach 
der oben mit^etheilten Construktion der Einheitspunkt be- 
stimmt und umgekehrt bei fest gewähltem Einheitspunkt der 
zugehörige Kegelschnitt. 

Werfen wir dagegen einen Rückblick auf die Behandlung 
der Curven ü in diesem §., so war das Eigenthümliche der 
Betrachtungsweise im Wesentlichen folgendes. 

Wir haben früher (§. 2 ff.), als wir von einer festen, ge- 
gebenen Curve jB d. h. ihrer Gleichung px^ = <Pj(X) ausgingen, 

die ausser den (1 1) Constanten der Curve noch drei weitere, 
die der Willkürlichkeit der Parametervertheilung auf der Curve 
zu Ct runde liegen, enthielten ^ das Schnittpunkttheorem der 
Curve so abgeleitet, dass wir mittelst einer ganz beliebigen 
allgemeinen CoUineation acht Constanten der Curve eliminirten, 
wie dies ja a priori vorauszusehen war« Demnach hängt das 
Schnittpunkttheorem der Curve nur noch von den (drei) ter- 
nären absoluten Invarianten derselben nebst denselben drei 
weiteren Constanten ah, wie die gegebene Parametergleichung 
der Curve. Die Elimination der letzteren ergiebt aber die ab- 
soluten Invarianten des Schnittpunkttheorems, oder nach den 
Entwicklungen des §. 11 die absoluten Invariant-Combinanten 
der Gruppe der Schnittpunktformen. 

Demnach muss es immer möglich sein, mittelst des 
Schnittpunkttheorems und einer ganz bestimmten CoUi- 



jedes Kegelschnitts 9 verschwinden, mithin ihre Verhältnisse, die ja nach 
(21) den Verhältnissen der k^ gleich sind, unbestimmt, d. h. willkür* 
lieh sind. 
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neation umgekehrt zu der ursprünglichen; festen Curve 
(auch ihrer ganzen Lage in der Ebene nach) zurückzukehren. 

(!)) ^Dies ist aber im Laufe der Entwicklung in 
der Art geschehen; dass wir das Doppelpunkts- 
dreieck der Curve B zum Fundamentaldreieck der 
durch das Schnittpunkttheorem der Curve be- 
stimmten Transformation T wählten und als den noch 
verfügbaren Grund- (Norm-) Kegelschnitt derselben 
den Grundkegelschnitt der Curve. Dann ist die ver- 
möge T dem Kegelschnitt cp entsprechende Curve JR 
gerade wieder die gegebene. 

Der Willkürlichkeit der Parameterbestimmung 
auf 9 entspricht vollständig die der analogen auf i2 
und umg.*' 

Natürlich ist dies nicht die einzige (eindeutige) Art der 

• 

Reconstruktion der Curve aus ihrem Schnittpunkttheorem: 
man hätte z. B. auch drei der Doppeltangenten ; gerade wie 
oben die drei Doppelpunkte zu Grunde legen können. 

Man sieht; dass bei dieser unserer Auffassung die 11 Con- 
stanten der Curve sich zerlegen in 6 -f- 5; von denen die 
ersteren auf die Lage dreier Punkte in der EbenC; die letz- 
teren auf die Lage des Normkegelschnitts gehen. 

Auf die merkwürdigen Beziehungen; die sich für die 
rationalen Curven höherer Ordnung (und im Baume etc.) bei 
weiterer Ausdehnung unseres Verfahrens zwischen reinen 
Argumenten- imd reinen Lagensätzen ergeben; gedenke 
ich bei künftiger Gelegenheit näher einzugehen. 

Was endlich die schon bekannte Theorie der Curven R 
(bes. vierter Ordnung) angeht; so verweise ich vor Allem auf 
die wichtige Abhandlung des Herrn Brill (Math. Ann. XII), 
sowie auf die Arbeiten^*) von Em. Weyr: dagegen betreffs der 
quadratischen Transformation auf die Lehrbücher wie auf die 
Arbeiten^*) von KosaneS; Aschieri, Battaglini. 
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Wir kommen nunmehr zur letzten und wichtigsten Partie 
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf 
den cubischen Raumcurven von Neuem aufnimmt, um die tief- 
eingreifende Wichtigkeit der ersteren fiir die letztere wenig- 
stens in den Hauptzügen darzulegen. 



Abschnitt IV. 

Die biquadratische Involution auf der cubischen Raum- 

curve. Zweiter Theil. 

§.28. 
Das Schnittpunkttheorem der Rl im Räume. 

168. Dieser Theil untersucht des Genaueren die biqua- 
dratischen Involutionen mit (sechs) gemeinsamen Elementen- 
paaren ^ sowie die sich daran anschliessenden geometrischen 
Configurationen. 

Wir knüpfen wieder an das Schnittpunkttheorem (pg. 239 
Formel Nr. (6)) der Curven JB^ an. Mau verfährt zunächst, wie 

bei Aufstellung derH-Kegelschnitte(cf.Nr. 61) und eliminirt X^. 

Dann sind die Elemententripel der dreigliedrigen Gruppe (2) 
(pg. 239 ) gegeben durch 

'A A ^ a s 4-a s -i-a s -4-a s . a s -l-a s A-d s A-a s I 

/<\ 1 2 __ **0 «^ 1 1 1^ 2 X "^ 3 8' "^1*^0 1^ 2 I "^ 8 « 1^ 4 aV 

+ \ "» (Pw— -P«) + *o «» (Pm— -P.s) + *. *» Ou— -Pm) =0, 

WO p^^ = (aJ),^. 

Aus den zwischen den p^^ herrschenden Relationen der 

Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhängige etwa die- 
jenigen drei aussuche, die den Index 0, 2, 4 resp. nicht auf- 
weisen, folgt : 
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a) Um eine quaternäre quadratische Forma* 

in dieForra(l) zu bringen, sind die drei Beding- 
ungen *) erforderlich (u. umg.): 

(«00«22— 4 «Ol «12 + «il (2 %2 + «ll) = - A, 

(2) «00«J«— (2%2+«ll)(2«,»+0 + *«12K3+«^i^) = ^-A2 

kl «33 - 4 «12 «« + «22 (2 «13 + «22) = - A, 

169. Die Bedeutung dieser Gleichungen ist bald zu eruiren. 
Auf die räumliche (cubische) Normcurve N^ bezogen stellt 

(1) eine Fläche zweiter Ordnung H^ (oder kürzer H) dar, 

deren Schnittpunkte mit der Curve durch die Doppelelemente 
der Involution (cf. vorigen §., Formel 4, 10) 

(3) «X + * ^x = 

nemlich (4) e7 = 
gegeben sind, die andrerseits (cf. Satz 8 pg. 244) die Wende- 
punkte der J?^- 

(o) px^ =z <p^(X) 

darstellt, wo die cp die zu (3) conjugirte Gruppe zusammen- 
setzen. 

Zu jedem (1) genügenden Tripel gehört ein weiteres 
Element X^, das mit dem Tripel ein Quadrupel der Gruppe (5) 

bildet, die man durch drei ganz beliebig gewählte Quadrupel 
cp(X) festlegen kann. Dies liefert den bekannten'^') Satz**): 

ß) jjDieEckeu irgend dreier einer cubischen 
Raum curve 9 umschriebenen Tetraeder liegen 
auf einer Fläche zweiter Ordnung H. Dieser 

*) Beispielsweise geht durch resp. Miiltiplication der zweiten und 
dritten Bedingung mit a^^t '^^P- (2 a^ -f- a^^) und Addition die Bedingung 
A^ = hervor, der unter den ^^^-Relationen der Nr. 155 die den Index 1 
nicht aufweisende entspricht; analog durch Multiplication der eraten und 
zweiten mit 2 a., -f" ^«2 ^®^P* ^11 ^^^ Addition die andere: Ag = 0. 

**) Über die Erweiterung desselben cf. Kap. III. Die dualistischen 
Gegensätze sind ül>crall unterdrückt. 

W. Fr. Meyer, Apolaritüt. ^® 
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kann man oo* solche Tetraeder einbeschreiben 
und zwar ist jeder Punkt der Fläche Eckpunkt 
eine« solchen Tetraeder s.** 

Nun entsprechen den drei Doppelpunkten der U^ (5) 
(«j ßj) drei solche Elementenpaare (a^ ß^), die mit unendlich 
vielen Paaren Quadrupel der Gruppe (5) bilden d. h, 

ß^) ^Die Fläche H des Satzes ß) hat die Eigen- 
schaft; dass dreiAxen derB.auracurve(a. ßj)ganz 

auf ihr liegen.* 

Da umgekehrt diese drei Elementenpaare («^ ßj) das 

Schpittpunkttheorein der Curve (5), und somit die Fläche (1) 
eindeutig bestimmen^ so folgt : 

ßj,) ^Soll voneinerFläche zweiterOrdnungin 

Bezug auf eine cubische Raumcurve der Satz ß) 
gelten^ so sind dazu die Bedingunge n des Satzes 
ßj) nothwendig und hinreichend. 

Diese Bedingungen sind im Falle derNorm- 
curve durch (2) dargestellt. ** 

In der That ist ja durch drei Gerade, die sie enthaltea 
soll; im Allgemeinen stets eine Fläche zweiter Ordnung be- 

stimmt. Werden von den drei Doppelpunkten der B^ (5) ein 

resp. zwei resp. drei zu Spitzen, so werden von den bezüg- 
lichen Axen der Curve ein resp. zwei resp. drei *) zu Tan- 
genten. Besitzt die Curve (5) einen dreifachen Punkt (a, ß, y), 
so wird die Fläche zum Kegel, für den die Axen (aß) (ay) (ßy) 
Kanten sind. Der doppelt unendlichen Schaar solcher Kegel 
entsprechen die drei homogenen willkürlichen Constanten {jjq) 
(cf. pg. 268 Anm.). Und ähnlich in andern speciellen Fällen. 



*) Auf die letzteren Flttchen, die also drei Tangenten der Curve o 
enthalten, ist schon früher (pg. 113) aufmerksam gemacht: desgleichen auf 
die allgemeinen Flächen 11 Nr. 134. 
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170. Von irgend einem Punkte (X^ X^ X^) der Fläche H 

gellen die drei Axen (X^ X^) (X^ X^) (X^ X^) aus, die aus der 

Fläche drei ßestpunkto ausschneiden, deren Verbindungsebene 
nach Satz (ß) eine Ebene (XJ der Curve ist. Dann bilden die 

vier X ein Quadrupel der Gruppe (5) d. h. sie genügen dem 
Schnittpunkttheorem der Curve (5): 

(6) a. = 0, \^0. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen Curvenebene 
(XJ auS; so giebt es noch einfach unendlich viele Tetraeder 

des Satzes (ß); die sie als eine Ebene besitzen. 

Die Gegenecken der Ebene (X^) in allen diesen Tetra- 
edern durchlaufen die Gerade: 

d. 1. eine Gerade der Fläche H. Die Punkte (X^ X^ X^) dieser 

Geraden repräsentiren andrerseits die Punktetripel , die in der 

Ebene der Cui-ve R^ (5) der Strahlbüschel des Punktes (X ) 

aus ihr ausschneidet. Und da es für jeden Punkt (X^) der 

Curve -B drei Geraden giebt, die ihn mit den Doppelpunkten 
(aj ßj) verbinden, so folgt : 

ßg) Jede Ebene der cubischen Ranmcurve (p 

ist eine gemeinsame Ebene von unendlich vielen 
9um- un d der Fläche H einbeschriebenen Tetra- 
edern. Ihre Gegenecken in denselben durch- 
laufen eine Ger ade der Fläche H. Diese Geraden 
bildendieeineSchaar der Fläche, undzwardie, 
der die drei A x e n (a^ ß^) (d e r C u r v e cp) n i c h t ange- 
hören. Auf diese Weise sind also die „Geraden 
(X^) jener Schaar den Ebenen (XJ der Curve 9 

projektivisch zugeordnet". 

Somit schneiden also auf der Curvenebene (X^) die von 

18* 
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den Punkten der Geraden (XJ an die Curve 9 gehenden 

Ebenentripel unendlich viele Dreiecke aus , die dem der 
Ebene (X^) und der Fläche H gemeinsamen Kegelschnitt ein- 

beschrieben sind. 

Von den Ecken eines solchen Dreiecks gehen resp. die 
Axenpaarc aus : 

(8) i\\){X,X,); i\\)(\\); (\\)(^,\) 

die -alle in der Ebene (X^) liegen. 

Bekanntlich umhüllen aber alle in einer Curvenebene 
(X^) befindlichen Axen der Curve einen Kegelschnitt, den 

Schnitt der Ebene mit der Tangentenregelfläche der Curve. 
Dieser heisse der Normkegelschnitt*) der bez. Ebene. 

Mithin giebt es in der Ebene (XJ unendlich viele Drei- 
ecke, die ihrem Schnittkegelschnitt mit der Fläche H ein- und 
dem Normkegelschnitt der Ebene umbeschrieben sind d. h. 
nach der früheren Bezeichnung (Nr. 51) : 

ß^) „Jede EbenederCurve cp trifft dieFIäche 

H (des Satzes ß) in einem H-K egelschnitt ihres 
Normkegelschnitt s." 



*) Mit der doppcltznlilenden Tangente (X) der Curve bildet dieser 
Kegelschnitt bekanntlich den vollständigen Durchschnitt der £b?ne (X^) 

nnd der Tangentenregelfläche der Curve. 

Da z. B. die Ebene «^ = der Normciirvo von den Filbenen (X) der 

Curve: 

8 .2 



8 



in den Geraden 



X --i *o ^ — *i ^ "4**2^ — *3 = ^ 



8qX - «, X +«2=0 



getroffen wird, die den Normkegelschnitt 



^ ^0 *« — *?== ^ 



ninbüllen , so ist die Bezeichnung ^Normkegelschnitt'' einer Curvenebene 
gerechtfertigt. 
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171. Dies ist aber auch in der That die eigentliche Be- 
deutung der Gleichungen (2). Die erste und dritte zeigen nach 
pg. 99 ohne Weiteres^ dass die Eigenschaft des letzten Satzes 
den Curvenebenen (0) (oo ) zukommt. 

Andrerseits ist nach beliebiger Annahme der Doppel- 
punktsargumente (a^ ß^) der Curve B ihr Schnittpunkttheorem 

eiudeutig festgelegt und demnach auch die Fläche (1); der die 
Eigenschaft des Satzes ßj zukommt. Daraus ist ersichtlich, 

dass die Gesammlheit der Bedingungen (2) eine Eigenschaft 
von Fläche und Curve darstellt, die in quaternärem Sinne eine 
invariante ist. Da aber die Argumente (0) (oo) nur dazu 
dienten , die Curve auf ein passendes Coordinatentetraeder zu 
beziehen, so muss, was von ihnen gilt, auch von jedem andern 
Paar gelten, d. h. es gilt der Satz ß^). 

Man kann demnach auch so sagen : Die zweite der Be- 
dingungen (2) sagt, unter Voraussetzung der beiden 
andern, aus, dass nunmehr jede Ebene die Eigenschaft der 
Ebene (0) oder ( oc) theilt , oder auch , dass nunmehr die 
Gleichung, die für irgend eine Fläche zweiter Ordnung F 

{p? :=z 0) die Curvenebenen bestimmt, die sie in einem H-Kegel- 

schnitt ihres Normkegelschnitts treffen, identisch erfüllt 
wird. 

Dies soll die Rechnung bestätigen. 

172. Die Coordinaten eines Punktes einer Normcurvcn- 
ebene (a) sind (cf. Nr. 30) : 

(9) p5^ = a^, p5j = aa^ + a,, p^^^ = <5, + a^^^, ?s^ = «^J^ 

wo die a aus zwei Variabein X^ X^ gebildet sind. 

Die SubstitutioQ in die Gleichung der Fläche F liefert : 

(10) cp,-h2a9,^^-Ha'cp^=0 

wo cp^ = resp. <p^ = den Kegelschnitt darstellen, der der 

Fläche F und den Curvenebenen (0) resp. (» ) gemein ist 
und 9^ ^ = alle in Bezug auf F conjugirten Punktepaare, 
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von denen immer der eine Punkt der einen und der andere der 
andern Ebene angehört. 

Variirt a, so erhält man in Gleichung (10) alle Schnitte 
von F und den Ebenen der Curve. 

Soll nun (10) zu einem H-Kegelschnitt des bez. Norm- 
kegelschnitts werden , so ergiebt die bekannte Bedingung der 
Nr. 51 nach einiger Rechnung: 

(11) a*A, + a»Ä^ + a*A, + aA3 + A, = 0. 

4 

Dabei sind die Aj die linken Seiten der Bedingungen 

{(2) (nebst anm.)} und gehen aus den linken Seiten der fünf 
2?.^ Relationen (cf. pg. 248) Pj (wo in P^ der Index t nicht auf- 
tritt) mittelst der aus Gleichung (1) fliessenden Relationen 
hervor (und umg.) : 

(12) p^^ == a^^, jpj, = a^j, i),3 = a^.^, p^ = «33; 

^^02 = 2 %,y i>i3 = 2 ÖJ2, jPj^ = 2 a^3, p^ ^2a^^'^ a^^, 

i'o* = 2 («03 + «12)' ^u = 2 «13 + ^2- 
Nun bestehen nach pg. 273 anm. zwischen den A die beiden 
Relationen : 

K (2 «,3 + %t) + K «11 — ^0 «00 = 2 A3 a,^ 

K Ss + ^2 «22+Ao(2a^2+^ii) = 2 A, a^, 

denen gemäss (12) die andern zwischen den P correspondiren: 

Y^Pxt. + ^. i>12 + -Po PlO = Psi ^i 
1-^4 i'34 +.-^2 l'j» + -Po i'so = ^13 -Ps 

(dabei sind vorläufig die zehn p^^^ aus denen die P gebildet 

sind, als ganz unabhängige Grössen zu denken, gerade wie die 
a ). Demnach gilt zuvörderst der Satz : 

y) ^Es gibt im Allgemeinen immer ein Quad- 
rupel von Ebenen (11) einer cubischen Raum- 
curve, die irgend eine Fläche zweiter Ordnung 
in einem H-Kegelschnitt (des in der Ebene be- 
findlichen Normkegelschnitts) treffen,* 



(13) 



(13') 
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Aber dieses Ebenentetraeder ist zugleich der Fläche ein- 
beschrieben, wie nun gezeigt wird. 

Durch eine lineare Transformation auf der'Curve kann 
man erreichen, dass zwei der vier Wurzeln von (11) die 
Werthe 0, oo annehmen. Dann verschwinden A^, A^ (und 

somit auch P^, P^) und Gleichung (11) geht wegen der Rela- 
tionen (13) über in (wenn a, ß hpmogene Variable sind): 

(^^> "^t-P («' «22 + 2 ß «•«,, + ß' «n) = 

woraus in der That sofort einleuchtet, dass, wenn auch drittens 
Ag (und damit P^) verschwindet, die Gleichung (11) identisch 

befriedigt wird, was den Satz ß^) zur Folge hat. 

^Dann werden die p^^ wieder die ursprüng- 
lichen Grössen (»6)^^ und die Fläche ist durch (1) 
dargestellt.'' 

Jetzt verschwinde aber A^ nicht. 

Dann sind die Coordinaten eines Punktes der Axe (0, oo) 

der Curve : 

(13) p6-^ = 0, ps^ = ß, ps^ = a, ps^ = 

und demnach die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Fläche 
F gegeben durch : 

(16) a* a„ + 2 a ß a^, + ß' a,, = 0. 

Die Vergleichung mit (14) beweist die aufgestellte Behauptung 
und wir haben somit : 

Yj) „Es giebt im Allgemeinen immer ein ein- 
ziges einer cubischen Raumcurve cp um- undeiner 
Fläche zweiter Ordnung F einbeschriebenes 
Tetraeder (11). 

Die Ebenen desselben treffen F in einem 
H-Kegelschnitt ihres Normkegelschnitts. Giebt 
esnoch eine fünfte Ebene mit gleicher Eigen- 
schaft, so erfreuen sich ihrer auch alle Ebenen 
derCurve. Dann giebt es auch gleich doppelt 



280 ö*6 Reye*8clie ApolaritAt und die Normcurven. 

unendlich viele der Fläche ein- und der Gurve um- 
beschriebene Tetraeder. 

Dann verschwindet die linke Seite von (11), 
eine simultane Covariante*) von Fläche und Curve, 
identisch. 

Dies ist aber nur- drei Bedingungen aequi- 
valent, da zwischen den Coefficienten von (11) 
(mit Hülfe der Coefficienten vonF) zwei lineare 
Belationen bestehen.^ 

Dass umgekehrt aus dem ersten Satze von fi) wieder 

Satz y) hervorgeht, ist sofort zu sehen, denn jede Ebene des 
der Gurve um- und der Fläche einbeschriebenen Tetraeders 
trifft F in einem Kegelschnitt, den; ein Dreieck ein- und dem 
Normkegelschnitt der Ebene umbeschrieben ist. Dann aber 
giebt es ja unendlich viele solcher Dreiecke d. h. der erste 
Kegelschnitt ist ein H-Kegelschnitt des zweiten. 

173. Hier bietet sich zugleich die analoge Frage nach 
den Ebenen einer cubischen Raumcurvc, die eine Fläche 
zweiter Ordnung F in dem J'- Kegel schnitt ihres Normkegel- 
schnitts (d. i. dem den letzteren stützenden) treffen. 

Die Anwendung der oft gebrauchten Bedingung auf die 
Kegelschnittschaar (10) liefert : 

(17) a» (a„ - a^) + aß (a„ - a„) + f (a^ - a„) = 

oder in den p : 

Dies liefert zunächst : 

5) ^Es giebt im allgemeinen immer ein Paar 



*) Im Falle die Fläche die Curve stützt und aus ihr das Sextupel 
/ ausschneidet, ist diese Covariante die einzige biquadratische Covarianto 
der Form / vom zweiten Grade in den Coefficienten , die es bekanntlich 
giebt. 
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(17) von Ebenen einer cubischenRaiimcurve, die 
irgend eine Fläche zweiter Ordnung in einem 
i^-Kegelschnitt ihres Norinkegelschnitts treffen.* 
^Nurwenn dieFläche dieCurve stützt, giebt es 
unendlich viele (d. s. alle Ebenen der Curve).*' 

In der That sieht man dies auch so ein. In der ganzen 
der Curre umschriebenen Schaarschaar von Flächen zweiter 
Klasse giebt es eine Schaar, deren Individuen auf der Fläche 
F ruhen. Sie haben alle eine Raumcurve vierter Klasse 
gemein, die in die gegebene Curve und eine Axe derselben 
zerfallt. Die beiden von der Axe an die Curve gehenden 
Ebenen enthalten je einen Normkegelschnitt. Diese beiden 
Kegelschnitte sind die einzigen uneigentHchen Flächen der auf 
F ruhenden Schaar. Dann ruhen sie aber auch auf dem 
Kegelschnitte, den ihre Ebene aus F ausschneidet. 

q. e, d, 

Soll die Gleichung (17) identisch verschwinden, so stützt 
nach Früherem die Fläche F die Curve und von jeder Ebene 
der Curve gilt der Satz 5). 

Werden aber die a^^ den Bedingungen Aj = (und damit 

die p^^ den Bedingungen Pj = 0) unterworfen , so geht die 

Fläche F wieder in die Fläche H (1) über. 

Dann ist die linke Seite von (17') (abgesehen vom Faktor 

1 • 

) die quadratische, bilineare Combinante Q der Schnittpunkt- 

theorems-Involution 

(3) a^4-ÄÄ^ = 

d. h. die dritte Ueberschiebung der Formen a., ä. . 

Bekanntlich ist aber nach Gordan'^®) eine bi quadratische 
Involution (3) in eindeutiger*) Weise bestimmt, sobald 



*j Von diesem Satze gebt auch Stephanos aus , Comptes Kendus 
Dec. 1881. 
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man neben der ersten Ueberschiebung der Formen a,^ J, (d. i. 

ihrer Funktionaldeterminante) auch noch die angegebene qujh 
dratischc Combinante kennt. Dies h'efert den Satz : 

e) j^ZujederderfünfFlächenzweiten Grades 
H,diedurch irgend sechs Punkte einer cubischen 
Raumcurve gehen unddrei Axen derCurve ganz 
enthalten, gehört ein Ebenenp-aar der Curve, 
das die Fläche in einem ihren resp. Normkege 1- 
schnitt stützenden Kegelschnitt trifft. 

Dies wird dargestellt durch die quadratische, 
in den Pjj^ lineare Combinante Q der zugehörigen 

biquadratischen Involution, deren Quadrupel- 
gruppe conjugirt ist zur Gruppe der der Curve 
um-und derFläche einbeschrieben cn Tetraeder. 
Umgekehrt gehört zu jedem solchen Ebenen- 
paar nur eine einzige Fläche H.* 

Von diesem Ebenenpaar sind noch weitere Eigenschäften 
angebbar. 

Die quadratische Combinante (17') ist auch definirbar als 
dritte Ueberschiebung der nach a genommenen ersten Polaren 
der Formen a., &.. Andrerseits ist dann (cf. pg. 68) die In- 
variante i der Funktionaldeterminante dieser Polaren das Qua- 
drat der Form (17'). 

Nun waren in Satz ß^ die Geraden (a) der einen Schaar 

der Fläche H den Ebenen (a) der Curve projektivisch zuge- 
ordnet. Die von den Punkten der Geraden (a) an die Curve 
gehenden Ebenentripel sind gerade durch die cubische Invo- 
lution der angegebenen ersten Polaren dargestellt. Mithin 
liefert deren Funktionaldeterminante bei festem a die vier 



Das Produkt der füuf qiiadratiachen Combinantcn, die mit oiuer 
gegebenen Funktioualdeterminante die fünf zugehörigen biquadratischen 
InvQlutionen bestimmen, ist dann eine Covariante (zehnter Ordnung) der 
Funktionaldeterminante. 
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Tangenten der Curve^ die die Gerade (a) treffen. Verschwin- 
det die Invariante i derselben, so sind die vier Tangenten 
aequianharmonisch und die Gerade (ä) ist im Nullcomplex der 
Cnrve sich selber conjugirt. Mithin haben wir: 

5j) „Construirt man die im Nullcomplex der 

cubischen Curve zur Fläche H conjugirte, so 
treffen sich beide in zwei GeradenpaareU; von 
denen das eine der einen , das andere derandern 
Begelschaar von Hangehört. Der die drei Axen 
(a. ß.) der Curve enthaltenden Kegelschaar 

(cf. Satz ß^) gehört dasjenige Paar an (das von 

zwei aequianharmonischen Tangentenquadrupeln 
der Curve getroffen wird und) das dem Ebenen- 
paar des Satzes 5) projectivisch zugeordnet ist.* 

174. Excurs. Es möge hier die fundamentale Bedeutung 
der quadratischen Combinante (17') Q für die ebene Curve JR, 
deren Schnittpunktformen die Involution (3) bilden, einge- 
schoben werden. Dabei werden die von Herrn Brill er- 
haltenen eleganten Resultate eine neue, nicht unwichtige Be- 
leuchtung erfahren. 

Der Satz 5^) spricht sich in der Ebene ohne Weiteres 

80 aus : 

83) Für irgend eine Curve 12^: „piCj = <p,(X)* giebt 

es immer ein Paar von Punkten auf ihr, von 
denen aequianharmonischeTangentenquadrupel 
an sie gehen. Dies ist das Paar Q, wo Q die 
einzige in denCoe f f i cieutcn der 9^ (oder auch in 

denA.j^(cf. §. 1) lineare quadratische Combinante 

ist, von der der Gordan'sche Satz gilt.* 

Diesem Punktepaar kommt aber eine noch merkwürdigere 

Beziehung zu : 

5g) „Das Punktepaar Q ist das von dem Brill- 



\ 
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sehen Wendekegelsehni tte der Curve jR (d. i. dem 
durcli die sechs Wendepunkte gehenden) aus ihr 
ausserdem noch ausgeschnittene.^ 

Herr Brill hat die Existenz des Wendekegelschnitts in 
der schon erwähnten Abhandhing (Math. Ann. XII „üeber 
rationale Curven vierter Ordnung") erwiesen, und in einer 
weiteren Arbeit (Math. Ann. XIII „üeber die Hesse'sche 
Curve") den Beweis erheblich vereinfacht, sodass die Rech- 
nung fast eliminirt ist. Zugleich theilt hier d. H. V. einen 
weiteren eleganten Satz mit (cf. unten) , der schon verrauthen 
lässt, dass das in Rede stehende Punktepaar eine tiefere Be- 
deutung für die Curve B hat. 

Herr Brill geht von der Hesse'schen Curve der ge- 
gebenen «aus, die ja die Wendepunkte ausschneidet (und ausser- 
dem in den Doppelpunkten berührt), und zeigt, wie sie in 
den Doppelpunkten , was ihr Verhalten zur Curve betrifft, 
von einer andern , wesentlich einfachem Curve 9 „vertreten" 
werden kann, woraus dann der gemeinte Satz fliegst. 

Der folgende neue Beweis setzt die Kenntniss der Hesse'- 
schen Curve nicht voraus und benützt nur die für die 
Curve als rationale charakteristische Form des Schnittpunkt- 
theorems. 

Mit Rücksicht auf die Argumente der Doppelpunkte 
(«j ßj) lässt sich, wie bekannt und schon früher pg. 191 bemerkt, 

das Schnittpunkttheorem 'ersetzen durch die drei (linear ab- 
hängigen) Gleichungen 

(a^— a,)Ja -aj (ß^— a^) (ß^— a^) 

Dann folgt sofort, dass dasjenige für acht Punkte der Curve 
auf einem Kegelschnitte so lautet (wo diese drei Gleichungen 
linear unabhängig sind) 
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^^^> (X -ß.) . . . (x^-f^) - ^. ^* = '' '' ^)- 

Vermöge der linearen Transformation^ die den Doppelpunkt 
(a. ß.) zum Doppelpunkt (0; oo) macht : 

(20) , = j^-^ß; 

geht eine der Gleichungen (18) (19) in die kanonische 
Form über: 

(21) (1^ ji^ |i3 ti^ = T,, |i^ (1^ . . . 1*3 = xf 

während die beiden andern Formen in ihrer Gestalt nicht ver- 
ändert werden und , wenn die neuen Argumente der beiden 
andern Doppelpunkte jetzt (A^^ Bj^) (Aj B^) lauten , sich so 

schreiben 



?'• -^v • -4'*^ = t^ (* = ^, 



(^ -B,) . . . (,1 -B,) 

Andrerseits kann man das Schnittpunkttheorem (18) dann 
auch darstellen durch: 

— % 
wo wegen (21) : — = x ist. 

Mithin nehmen die p^^ jetzt die Werthe *) an : 

*) Mithin nimmt die Fiinklionaldeterminante der Schnittpunkt formen 
vermöge (20) die Form an, 

•^ ~ Pq^ + 3 1?^, X + 3 {pQJ^ + 2 /)„) X^ + {p^^ 4- 8 T^jj) X"' 
+ P34 ^^ + 3 p^^ X^ + 3 {p^^ + 2 p^^) X* 
= («0 ^1) + 3 X (o^ ig) + 3 X* (a^ ftg) + X^ («^ i^ — a^ 6^) 
- (a, ig) X^ - 3 («^ ijj) X*** ~ 3 (a^ i,) X* 
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Dies sind die erforderlichen Hülfsformeln. Man schliesst 
nun so. 

Dass die Lage der sechs Wendepunkte keine ganz unab- 
hängige sein kann, geht schon aus der Constantenanzahl (= 1 1) 
der Curve jB hervor. Man kann keine Curve R conatruiren, 
die in sechs beliebigen Punkten Wendepunkte hätte, da dies 
zwölf Bedingungen zählt. 

Nehmen wir jetzt für den Augenblick an, die Wende- 
punkte *) ((i)j . . . (i)g) lägen in der That auf einem Kegel- 

schnitt, so wäre nach der zweiten Gleichung (21) 

(24) Tf=(a)^...u).)(|i,ji,) = ft (|i, V,) = 

a b a 
— — /; also, da = x.. 

(25) Tj = , (|Jiy |ig) und demnach 

s 



(26) (ft, v^ = - ^. 

4 1 



d. b. zwischen den Coefficienten von 

/ ^ t^, + 6 t'i X + 15 t, X* + . . . + 6 »5 X 4- tg X* 
finden die Relationen statt (cf. Brill Math. Ann. XX 1. c.) : 

•o- 2 »V- ^ '2 = "- ^W' — 2 »ft- — V 
Umgekehrt befinden sich daher nnter allen Substitutionen (20), die 
irgend eine bimlre Form sechsten Grades in diese canonische Form 
bringen, jedenfalls die 3. 5 = 15, die den Elementenpaaren (a ß) der 

fünf zugehörigen Involutionen vierter Ordnung entsprechen. 

*) Nach pg. 244 sind sie die Wurzeln der Funktionaldeterminante der 
Scfanittpuuktformen : 

•^ — -Poi + • • • ^^34 X • 

s 
Andrerseits war Q ■^-. {p^^ •— 3 Pj,) + . + (p^ — 3 p^^) X . 
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Ist aber die Annahme richtig, so muss offenbar das vom 
Kegelschnitt ausgeschnittene Restpunktepaar von einer 
quadratischen Combinante der Schnittpunkt- 
theorems-Involution dargestellt sein. Diese müsste durch 
die auf irgend einen der drei Doppelpunkte bezügliche Trans- 
formation (20) in eine solche Form tibergehen , dass das 
Produkt ihrer Wurzeln den in (26) angegebenen Werth hat. 
Dies leistet aber nur die eine Combinante Q, 

Nachdem man so auf dieForm ,Q geführt ist, 
kehrt man den Beweis um und sagt: . 

^Die hinreichenden und nothwondigen Be- 
dingungen dafür, dass die sechs Wendepunkte (tOj) mit dem 

Punktepaär Q auf einem 'Kegelschnitt liegen , sind zunächst 
durch die drei Gleichungen (18) gegeben, wenn man für sechs 
der acht X die w, und ftir die beiden Restargumente die Wur- 
zeln von Q =zO einsetzt. 

Um leichter zu erkennen, ob die auf irgend einen Doppel- 
punkt (a^ ßj) bezügliche der Gleichungen 19) in der That in 

der vorgeschriebenen Weise erfüllt wird, wendet man die 
lineare Umformung (20) au , wodurch die gemeinte Gleichung 
die zweite Form (21) und das lineare Schnittpunkttheorem 
(die erste Form (21) oder) die Form (23) annimmt. 

Dann aber zeigen die Formeln (24) (25) (26) die ver- 
langte Erfüllung. Dasselbe Verfahren wende man auf die 
beiden andern Doppelpunkte an, dajm ist der Beweis erledigt." 

Man sieht , dass ein wesentliches Hülfsmittel beim Be- 
weise darin besteht, dass einmal von der Form (21), andrer- 
seits von der Form (23) des Schnittpunkttheorems Gebrauch 
gemacht ist. 

Fast in derselben Weise kann man den zweiten BrilFschen 
Satz beweisen : 

SJ ;;Die s.ech8 Restpunkte der Tangenten 

von R in den Doppelpunkten liegen mit dem 
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Re»tpunktepaar des Wendekegelschnitts auf 
einem Kegelschnitt." 

Wie vorher, machen wir vermöge (20) einen der Doppel- 
punkte zu (0, Qo). 

Die Argumente der beiden andern seien dann (Aj^ B^^), 

(A| Bj) und die bez. Produkte a^^, Oj. 

Endlich die Restpunkte der Tangenten in ihnen seien 

Dann sind ihrer Definition nach zunächst die vier letzteren 
bestimmt durch : 
(27) o^ A,^ r^ = T,, o^ B^ r^' = x,, a, A, r, = x,, o, B, r/ = t„ 

also kommt durch Multiplikation : 

(28) {a^ a/ (r^ r^' r, r/) = x,*: da aber: x, = o^^ a,: 

(28) r, V r^ r/ = X. 

Andrerseits ergeben sich r^ r^ aus der zweiten Gleich- 

ung (23) 

6, \ b. 

(29) r„ = - ' r. = - ' also r„ r„ = ^i 

"2 3 3 

Da enclHch nach (25) (\i^ (ig) (das Produkt der Wurzeln 
von Q) gleich x^ j' ist, so folgt: 

2 

(h.\ 
(30) (r, r,' r, r/) (r. r J (|x, fi^ = (x.) 



\ 8' 



^.::i = <■ 



q, e, d. 

Die Formel (28) ist dabei zugleich der Beweis für den 
gleichfalls von Herrn Brill angegebenen Satz : 

„Di'e vier Restpunkte zweier der drei Doppel- 
punktstangentenpaare liegen mit den beiden bez. 
Doppelpunkten aufeinem K egelschnl tt *)." 

*) Diese Sätze lassen sich noch mannigfach erweitem, wie folgt: 
Gleichung (30) schreibt sich auch so: 
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175. Wir kehren zurück zu unserer Fläche zweiter 
Ordnung H (1). 

Denkt man sich in (1) ein Argument a fest, die beiden 
andern beweglich, so stellt (1) einmal die mit dem Punkte a 

der Curve JB^ in gerader Linie liegenden Punktepaare , oder 



(^0 *"«) (f*7 1*8) = '^i ^' ^• 

„Die zwei Reatpunkte eines Doppelpunktstangenten- 
paares liegen mit dem Punktepaar Q und den beiden 
andern Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt.'' 

Stellt man weiterhin noch die Invariante j der Fnnktionaldeter- 
minante der nach a genommenen ersten Polaren von a^ h-^ auf, so ist 

dies eine Form jf^, die, = gesetzt, diejenigen sechs Punkte einer Curve 

Ji dai-stellt, von denen harmonische Tangentenquadrupel an sie gehen. 
Verfährt man wie im Texte, so wird für das Schnittpunkttheorem (23): 

^ = {- ~~--\ + C^OL + . . . C'g a* + i-f-f a ^ und somit das 
Produkt ihrer Wurzeln 

Erstens / {tqT^)^ = x*. 

Ferner bestimme man das Kestpnnktepaar , in dem die Gerade , die 
aus B das Paar Q ausschneidet, B noch trifft. Dieses sei (p^ p.,). Dann ist 

wegen (26) : 

(l*7 H) (Pi Pa) = "^i ™^*^^" 

^1 ^ 

Pi P2 = i., 1x3 = 53 - ^0 -•• 

Somit lautet die erweiterte Gleichung für die Punkte {j . . j ): 

1 6 

^ (^0 *•») = ^ (»"o **») (Pl P2^ = ^ (*'o**ao) (Pl Pa) = ^ (Pl P2^ ='^. 

Von den vier darin enthaltenen Sätzen werde etwa der letzte 
betont : 

„Durch die sechs Punkte / auf B (von denen harmon- 
ische Tangentenquadrupel an sie gehen) lege man eine 
Curve dritter Ordnung, die B ausserdem in einem der 
beiden ßestpunkte der Geraden Q osculirt Daun osculirt 
sie au^oh in dem andern. '^ etc. 

w: Fr. Mejer» Apolarit&t ^^ 
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auch die die Gerade (a) der Fläche H treffenden Axen der 
cubischen RaamcurvC; oder endlich den Kegelschnitt dar^ den 
die Ebene (a) der Curve aus der Fläche H ausschneidet. 
Damit ist die projectivische Beziehung zwischen Gerade (a) 
und Ebene (oc) näher bestimmt. Fallen die beiden variabeln 
Argumente zusammen, so ergiebt sich das vom Punkte a an 

die M^ gehende Tangentenquadrupel , oder auch das die Ge- 
rade (a) von H treffende Tangentenquadrupel der Raumcurve 
oder die Schnittpunkte des Normkegelscbnitts der Ebene (a) 
mit ihrem Schnittkegelschnitt auf H. 

Nun trafen die beiden Ebenen (Q = 0) die Fläche H in 
einem Kegelschnitte; der sowohl H- als l^-Kegelschnitt des 
bez. Normkegelschnitts ist: mithin ist nach einem früheren 
Satze das Schnittpunktquadrupel derselben aequianharmonisch; 
woraus mit Hülfe des eben Bemerkten wieder die Sätze (5^) (S^) 

fliessen. 

176. Eine grosse Menge von weiteren Eigenschaften der 
Fläche H erhält man unmittelbar aus ihrer Abbildung auf die 
ebenen Curven R : es mögen etwa noch , im Hinblick auf die 
Doppel- *J und Wendetangenten der letztern, die folgenden 
angeführt werden : 

Q »Die acht Tangenten, die eine Fläche 
zweiter Ordnung mit einer cubischen Raumcurve 
^gemein hat, theilen sich für eine Fläche H in 
vier Paare (Sj8j) derart, dassdievierBerührungs- 

sehnen der Fläche Axen der Curve sind (und zwar 
d i e A X e n (Sj e^)). 

Die sechs Tangen ten an die FlächeH inden 
Schnittpunkten mitderCurve treffen die Fläche 

*) Mithin führen auch aUe früher für die Argumentenpaaro der 
Doppeltangenten (Wendetangenten) nachgewiesenen Beziehungen zu ent- 
sprechenden Sätzen für die Flächen il. 



•fU 
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in sechs Restpunkten r. Von einem solchen geht 
immer noch eine einzige Curvenaxe aus, diedann 
zugleich Tangente der Fläche ist." etc. 

177. In Früherem (cf. Nr. 133 ff.) wurde die Hurwitz'sche 
cubische Eaumcurve H^ = H *) betrachtet, der Ort der Ecken 

von unendlich vielen der Curve 9 umschriebenen Tetraedern, 
die auf cp eine biquadratische Involution bilden. Als letztere 
diene jetzt die der Schnittpunktformen der Curve jB, dann 
existirt eine grosse Zahl von eigenthümlichen Beziehungen 
zwischen Fläche H und Curve H, von denen einige schon be- 
handelt sind. So waren die Tangenten der Curve cp in ihren 
Schnittpunkten mit der Fläche H Sehnen der Curve H. 
(cf. pg. 210.) 

Es möge genügen, hier noch eine wichtige Beziehung 
zwischen Fläche und Curve H herauszugreifen, die von den 
Doppelpunkten («j ßj) (resp. den auf der Fläche H liegenden 

Axen (ttj ßj) der Curve <f) ausgeht. 

Unter den Involutionsquadrupeln befinden sich nemlich 
drei von der Form: 

(31) (X-a,)* + k (X-ß,)*. 

Fassen wir hier für den Augenblick k als variabel auf, so 
tritt uns eine neue Involution vierter Ordnung , aber specieller 
Natur, entgegen. 

Denn ihre Doppelelemente sind gegeben durch (cf.Nr. 66): 

(32) (X— a)' (X— ß)* = 0. 

Aus dem Umstände, dass es zwei Tetraeder dieser In- 
volution giebt, deren Ebenen alle coincidirt sind (in die Ebenen 
(aj) resp. (ß^)) folgt sofort, dass die durch die Involution (31) 



*) Nacb der jetzigen Bezeiclmang^weise hätte man zu sagen: 
„Jede Ebene der Curve © trifft die Curve H in den Ecken 
eines ihrem Normkegelschnitt umbeBchriebenen Dreiseits. 

19* 
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bestimmte specielle Curve H^ mit der Curve cp die Punkte, 
Tangenten und Ebenen (aj) (ß^) gemein hat. 

Somit gilt der Satz : 

rj) ^Unter den einer Curve Hg ein- und einer 

Curve(p umbeschriebenen Tetraedern befinden 
sich drei ausgezeichnete. Jedes derselben ist 

einer weiteren speciellen Curve H*' einbeschrieben, 

die mit der Curve cp zwei Punkte, Tangenten, 
Ebenen (a^, ßj) gemein hat. 

Die drei Axen («jßj) bestimmen dann nach 
Satz (ßg pg. 274) eindeutig die zur Curve H^ gehörige 
Fläche Hg, diecpin densechsPunkteu trifft, deren 
Tangenten Sehnen von H^ sind. 

Umgekehrt gelangt man so von der Fläche H^ 
zur Curve H^,^ 

Dieser Satz ist aber nur ein besonderer Fall einer all- 
gemeineren Beziehung zwischen Fläche und Curve H, die 
selbst wieder einer weittragenden Verallgemeinerung (die in 
Kap. III behandelt ist) fähig ist. Diese gemeinte Beziehung ist 
(zunächst) in algebraischer Gestalt: 

x) I. jjJedes der jB*-Gruppe: 

(33) Wo ?o + ^ Ti + «*a 9, 

angehörige Elemententripel (a, ß, y) entspricht einer 
bestimmten Form 

(34) a (X-af + 6 (X-ß)* + c (X-y)* 
der ZU (33) conjugirten Gruppe 

(35) a-)^ -\- Jcb-^, und umgehehrt. 

n. Jedes der Gruppe (35) angehörige Elementen- 
paar (ttj ß^) entspricht einer bestimmten (^harmon- 
ischen*) Form: 
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(36) (X-«/ + \ (X-ß,)* 

der ZU (35) conjugirten Gruppe (33), und umgekehrt.^ 

Der Beweis fliesst unmittelbar aus den früher (mit Hülfe 
ihrer conjugirten Gruppe) behandelten Sätzen über eine 
biquadratische Form /*, die wir jetzt in folgenden zusammen- 
ziehen : 

^Soll die Form f als Summe von zwei resp. drei Biqua- 
draten linearer Formen X — a, X — ß (resp. X — a, X — ß, X — y) 
darstellbar sein, so müssen die ersten (resp. zweiten) nach den 
zwei resp. drei Elementen a, ß (y) polarisirten Differential- 
quotienten von f\m Zeichen „-F^j, -F^,, F^^ resp. i^^, JP^*] ver- 
schwinden und umg." 

Dann erledigt sich zunächst Fall I, wie folgt. (Statt 
?o ^1 ^2 schreiben wir momentan 9, )^, ^.) 

Soll (a, ß, y) ein Tripel der Gruppe (33) sein, so genügt 
es ihrem Schnittpunkttheorem 






= 



das wiederum zwei Gleichungen der Form : 

aequivalent ist. Jedem Tripel a, ß, y der verlangten Art ge- 
hört dann ein einziger Werth (i zu und umg. 

Die Bedingungen (38) sagen aber gerade aus, dass die 
Form 

(39) ax -+- |x ix 
in der Gestalt (34) (mittelst der a, ß, y) darstellbar ist. 

Damit ist Fall I bewiesen, und da man den Gang genau 
rückwärts machen kann, auch die Umkehrung. 

Ganz ähnlich Fall II. Beweisen wir hier z. B. die Um- 
kehrung zuerst. 

Greifen wir irgend ein harmonisches Quadrupel der 
Gruppe (33) heraus, so ist dies darstellbar durch (36) : 
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(36) K^ £i (X-a/ + Ä» (X-ß^)* :- 1>, 9 + »i X+«, *• 
Dann aber genügen (a^ ß^) den Bedingungen (40) 

K*u+^Xu+'',^u=o .% «»„ *^! 

«0^22 + ^X33+1.3^^=0 |W,, W,3 ^3, 

Dies ist genau die Bedingung, dass (a^ ß^) ein Elementen- 

paar der Involution (35) ist. 

Und umgekehrt wie bei Fall I. 

q. e. d. 

178. Fassen wir jetzt Fall II. noch näher in's Auge. 

Soll eine Form (33) ein harmonisches Quadrupel dar- 
stellen, so muss, anders ausgedrückt, ihre Invariante j ver- 
schwinden: 

(41) j (% To + «*i 9i + % Ta) = = ^s 
d. h. die solche Quadrupel aus der Curve R (px^ = <Pj) aus- 
schneidenden Geraden umhüllen eine Curve dritter Klasse *) 
K^ (deren mit R gemeinsame 18 Tangenten bekanntlich die 

6 Wendetangenten von R, dreifach gezählt, sind). 

Andrerseits durchlaufen die Punkte a (wo die a aus a^, ß^ 

gebildet sind) in der Ebene eines Normkegelschnitts und auf 
diesen bezogen , eine Curve dritter Ordnung H^ (vom Ge- 
schlecht 1), deren Punkten nach Früherem ein- eindeutig die- 
jenigen Sehnen der Raumcurve H^ entsprechen , die zugleich 

Axen der Norm- (Grund-) Curve 9 sind. Dann sagt Satz x) 11 
jetzt aus : 

X) jjDie Curven ^gUndHg sind ein-eindeutig 

auf einander bezogen: und zwar stellt irgend ein 



*) Diese sechs WendetaDgenten Yon B sind dann bekanntlich auch 
die gemeinsamen Tangenten von K^ und demjenigen Kegelschnitt K^^ dessen 

Tangenten aus B aeqnianharmonische Quadrupel ausschneiden, und dessen 
Gleichung i (u^ ^^ -J- u^ «p, + Wg (pg) = ist. 
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Quadrupel der Involution (35) einmal die Gegen- 
ecken eines bestimmten Hesse-Stein^r'schen *) 
Vierseits der Curve H^, andrerseits die Gegen- 
seiten eines bestimmten Hesse - Steincr'schen 
Vierecks der Curve ^. dar.* 

179. Ehe man die beiden Sätze x) in der Weise des 
Satzes yj) auf die Curven und Flächen H überträgt, wird es 
nöthig sein, sich über die Natur der speciellen Gruppen (34) 
(36) (resp. ihrer H-Bilder) näher zu informiren. Von der 
H-Curve (36) ist eine Eigenschaft bereits im Satze >j) nieder- 
gelegt und früher wurde nachgewiesen , dass es nur noch eine 
Involution giebt: 

(42) (X-a,) (X-ßJ {(X-«,)^ + k (X-ß,)^} 

die mit (36) dieselben Doppelelemeute (der Form (32)) ge- 
mein hat. 

Wir schreiben statt a, ß, y, resp. a^, ß^ lieber**)«/^ y^ y^ 

J'esp. y, y^. 

Dann ist zunächst leicht zu sehen, wie man von der 
Gruppe (34) zu (36) gelangt und urag. Denn die dreigliedrige 
Gruppe (34) enthält drei Involutionen der Form (36): um- 
gekehrt ist eine Involution (36) noch in einer oo ^-Schaar von 
Gruppen (33) enthalten: 

(43) (X-^j* + *JX-y/ + Ä3 9(X): 
|i^) jjDas Netz von Flächen zweiter Ordnung, 
die durch die zur speciellen Involution (36) ge- 
hörige Hurwitz'sche Curve (H^^) gehen, besteht aus 



*) D. h. ein solches, dessen Gegenecken sich in der Hesse-Steiner- 
sehen Gorrespondenz auf der Curve H^ entsprechen. 

**) Um keine Verwechslung mit den Doppelpunktsargumenten (a. ß.) 

aufkommen zu lassen. Aus analogem Grunde wird die cuhische Co Variante 
einer cuhischen Form / an dieser Stelle 6 (und nicht, wie üblich Q) ge- 
nannt. 
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den zu allen *) Gruppen (43) gehörigen Flächen(Hg). 

Die entsprechenden ebenen JB-Curven besitzen 
allezweiUndulationen (y^ y^).* 

Unter diesen Gruppen (43) befindet sich insbesondere 

eine oo ^-Schaar 

(44) (X-y J* + h^ iX-y^)* + k^ (X-y/ 

d. f. aber wieder die unter (34) angegebenen. Diese mögen 
zuerst erledigt werden. 

Die entsprechenden ebenen JR-Curven besitzen drei Un- 
dulationen, deren Tangenten je zwei Wendetangenten und 
eine Doppeltangente absorbirt haben. 

Welches sind die Argumente der einen eigentlichen Dop- 
peltangente, sowie der Doppelpunkte; welches die Com- 
binante Q? 

Wir bringen zu dem Zweck die cubische Form, deren 
Wurzeln y^, y^, y^ sind, in die canonische Form : 

(45)/-=X»-ti». 
Dann verschwinden im Schnittpunkttheorem von (44) 

(46) a, = 0, 6^ = 

alle Coefficienten, ausser: 

(47) a, = l, a,=-i 6, = |-, 6, = - 1 **) 



*) Nimmt man ^^ = 0, y^ = <^» ^^ gewinnt die Gleichung der 
H^-Fläche (43) die einfache Gestalt: 

Pi% ('o 'a — 4) + ^13 (*o *8 - h '2) + 1^23 (*i *8 - 4) = ^• 
Dies ist aber gerade, wie sich weiter unten ergiebt, die Gleichung 
des gemeinten Netzes. 

♦♦) Dann wird die Gleichung der IIj-FlÄche (44) nach leichter Rech- 
nung folgende: 

s 1 . 

('0 - h) — 4 {^ ^0 «s — h h) = ^• 

Dabei ist s^ — « == die Ebene, die aus der Grundcurve .9 da9 
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mithin ist (0, oo ) die eigentliche Doppeltangente und 

(48) Q -8^Jt = 2V 
WO A die quadratische Covariante von f ist. 

Die Argumente der Doppelpunkte findet man, wie im 
allgemeinen für eine Gruppe (33), so. Es giebt in der zu (44) 
conjugirten Gruppe (Involution) drei harmonische Quadrupel. 
Man sucht für jedes derselben das zu den beiden (zu einander 
harmonischen) Paaren, in die es sich zerlegt, zugleich har- 
monische Paar. 

Nun enthält diese Involution die Form f (45) als festen 
Faktor : 

(49) ax+%r /-(X-y). 

Dann aber ist bekanntlich die Invariante j dieser Form 
(als Form der Variabein y) die cubische Covariante von f, 

(50) er-y»+i. 

Schreiben wir wieder X statt y und stellen in der an- 
gegebenen Weise die drei gesuchten Paare auf, so liefert ihr 
Produkt: 

(51) X' + fi' .-. — J {jB /^ — 2 e'} wo B die Discriminante 

von f ist. 

Da aber, wie man weiss, zwischen f und ihren Covarianten 
die Beziehung herrscht: 

. (52) A* - — {2 e' + -R f\ 
so hat man , wenn man die Wurzeln von 6 mit y^ y^ y^ be- 
zeichnet: 



Tripel / (45) ausschneidet und ^ 'q ^8 ~~ 'i 's ^^ ^ diejenige Fläche 

des „Netzes'* 9, die die heideu Tangenten 0, co enthält. Daraus folgt: 

„Die H^-Fläche (44), wo die y die Wurzeln der Form / 

seien, berührt diejenige Fläche des „Netzes ^^^ die die beiden 
Tangenten ^ ^ enthält, längs eines Kegelschnitts, dessen 
Ebene aus 9 das Punktetripel / = ausschneidet.** 



\. 
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jig) „Die Argumente der Doppelpunkte der iJ*: 

erhält man, wenn man immer das zu (j/j y J (^i y'j) *) 

harmonische Paar aufsucht. Das Produkt der drei 

so gefundenen Paare liefert das zu A^; in Bezug auf 

das Paar (f^, S^), vierte harmonische Sextupel. 

Die Wurzeln von A sind Wurzeln der Com- 
binante Q und sind die Argumente der einen 
eigentlichen Doppeltangente." 

180. Die entsprechende H^- Fläche, sie sei B^f, berührt 

die cubische Grundcurve <p dreimal (in y^. Solcher Flächen 

Hg giebt es aber nach Satz pg. 83 fünf; wodurch ist die 

unsrige ausgezeichnet? Diese Frage erledigt sich leicht mit- 
telst des früher Nr. 155 angegebenen Verfahrens. 

Die JB-Curve besitzt drei Undulationstangenten (y^). Nimmt 

man diese als Fundamentallinien einer quadratischen Klassen- 
transformation T, so geht die Curve über in eine mit drei 
Spitzen (y.). Ausserdem wende man noch die drei Trans- 
formationen T an , deren Fundamentallinien sich aus zwei der 
Undulationstangenten und der einen Doppeltangente zusammen- 
setzen. Vermöge ihrer geht die jR-Curve über in drei andere 
mit zwei Spitzen (y^ yj und einer Undulation (y^). 

Dies sind dann alle fünf Typen, für die das Wendepunkts- 
sextupel durch f^ dargestellt ist. 

Beiläufig sieht man daraus, dass es keine i2-Curve mit 
einer Spitze und zwei Undulationen giebt: 

Für die H^-Fläche H^f folgt somit: 

ji^^Die einer Gruppe (44) zugehörige Fläche 



*) Diese beiden Paare sind bekanntlich bei passender Anordnung der 
Wurzeln Ton ö, für / = 1, 2, 3 zu einander harmonisch, wie hier er- 
forderlich. 
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H^^ ist die einzige der fünfdieGrundcurvecpan 

den Stellen (y^) berührenden Hg-Flächen, auf der 

keine der Tangenten (y^ liegt.* 

Der Satz (n^) sagt, mit Bücksicht auf die früher (Nr. 34, 35) 

erörterte Construction der Covarianten A und auf cp und mit 

Bezug auf Nr. 32, für unsere Fläche H^^* Folgendes aus: 

Man lege zuvörderst die drei Flächen des „Netzes 9*, 
die je zwei Tangenten {y^ y^ enthalten. Dann geht vom 

dritten Punkt {y^ immer eine Sehne (y^ y'j) aus, die ganz auf 

der bez. Fläche liegt. • 

Des Weiteren lege man die drei Flächen des jjNetzes «p*, 
die die Sehnen (y^ y^ [y^ y'^ ganz enthalten ; sie enthalten je 

ein Tangentenpaar (oCj ßj) der Curve cp. 

Dann bildet die Regelschaar der drei Axen (a^ ßj) unsere 

Fläche H'f . 

Die drei Sehnen (y^ y'j) liegen auf einer einzigen Fläche 
des jjNetzes 9* : diese enthält die Tangenten A = 0. Diese 
Tangenten berühren auch unsere Fläche H^^*: die Berührungs- 
sehne ist die Curvenaxe A. etc. 

181. In ähnlicher Weise theilen wir noch einige Eigen- 
schaften der H^-Curve (36) mit. Solcher cubischer Curven, die 

mit der Grundcurve <p die beiden Punkte, Ebenen, Tangenten 
(0, 00 ) gemein haben, giebt es noch eine cc *-Schaar: 

(53) ps^ = \ \i\ ps^ = 3 i^ n' X, ps^ = 3 *, ji X\ ps^ = \X\ 

In der That zählt man leicht die zehn Bedingungen ab, 
die die gewünschte Lage für eine cubische Curve (die von 
12 Constanten abhängt) erfordert. 

Aber auch die Form (53) ist evident , denn nach Voraus- 
setzung muss die rechte Seite von s^ den Faktor ji dreimal, 

die von s den Faktor (i zweimal, X einmal enthalten etc. 
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Will man sich überzeugen^ dass die 4 homogenen Grössen 
h in der That nur zwei *) unabhängige repräsentiren , so stelle 
man das Flächennetz der Curve (53) auf: 

(54) v„ (3 «, «, - -J^pSp -H V, (9 «,5, - ^[*.«,) 

Dann sind die Parameter der drei constituirenden Flächen 
O durch die Belation verbunden : 



/w« A/_l f/C. A/, 



<^^' (¥) IV} - 






= 0. 



q. e. d. 
Stellt man andrerseits die zur Involution 

(56) X* + X ji* = 
gehörige H^-Curve auf (mittelst des Schnittpunkttheorems von 
(56)), 80 ergiebt sich ohne Mühe : 

(57) ps^ = n^ ps^ = — ji' X, p^^ = jiX', ps^ = — X*, 
deren Flächennetz somit ist: 
(58) 7c^ (s^ 5, - Ä?) + n^ (s^ 53 — s^ s^) + tc, {s^ s^-sD=0. 

Unter den Flächen dieses Netzes befindet sich eine aus- 
gezeichnete : 

(59) s^ Sj — 5j ^2 = oder in Ebenencoordinaten: 

(60) u^ W3 — u^u^ = 0. 

Denn diese ist die einzige der Flächen (58), die zugleich 
der Grundcurve cp umbeschrieben ist. Andrerseits ist dies die 
der Gruppe : 

(61) X* + X, |i* + X, XV" 
zugehörige Hg-Fläche (cf. Satz ji^), denn dann verschwinden 

*) Darauf war schon in der anm. pg. 44 hingewiesen. Den allgemeinen 
Satz (cf. 1. c.) heweist man ganz wie ohen. 
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in der pg. 296 anm. angegebenen Gleichung a^, b^ und 
damit p^^ und p^^, wodurch sie in (59) übergeht. 

Also hat man zunächst : 

ji^) ^Der zur speziellen Involution 

(X - y/ + X (X - y/ 

zugehörigen Hg-Curve H^ ist eine ausgezeichnete 

Fläche zweiter Ordnung (59, 60) einbeschrieben, 
die zugleich der Grundcurve cp umbeschrieben 
ist, und die Tangenten (y^, y^) enthält*). Diese 

entspricht der Gruppe (61) d. h. setzt man aus 
irgend iswei zu (y^, y^ harmonischen Paaren ein 

Quadrupel zusammen, so liefert dies ein der 
Fläche (59) ein- und cp umschriebenes Tetraeder.* 

182. Diese Fläche erfreut sich noch einer weiteren in- 
teressanten Eigenschaft;. 

Es giebt noch eine oo^-Schaar von Curven (53), die auf 
ihr liegen: diese ist, wie die Vergleichung von (59) mit (54) 
lehrt, durch die Bedingung festgelegt : 

(62) 9*^*^-^^*3 = 0. 

Jede dieser Curven besitzt unendlich viele Sehnen, die 
zugleich Axen von tf sind , ohne eine Hg-Curve zu sein 

(vgl. dagegen für den allgemeinen Fall Nr. 133). 

Umgekehrt lässt sich aber auch zeigen , dass wenn eine 

Curve (53) auch nur eine der auf der Fläche (59) liegenden . 

Axen von 9 einmal triiBFt, sie zu der durch (62) bestimmten 
Schaar gehört. 



*) und reciprok natürlich in demselben Sinne der Curve hJ^ die 
ausgezeichnete Fläche 

9«Q *3 — *i '2 ^^^ ^ oder: Uq Wg — 9uj tig = 
um- und der Curve ^ elnbcsohr leben. 



\K X| — 3 A. Xi X + 3 *. X„ X* — Ä. X' = 0. 



302 ^10 Keye*Bohe ApolaritAt und die NormcurVen. 

Denn irgend zwei Ebenen von cp (X^, X^) treffen eine 
Curve (53) in den Tripeln : 

(63) j*o^?-3*i^n + 3Ä.3X,X«-*,X' = 

Soll nun die Axe (X^ X^) auf der Fläche (60) liegen, so 
ist Xj -(- Xg = d. h. Xj = — Xg = a; und (63) geht über in : 

(k x^' — Sh x^X + 3 *, xX^ — *, X' = 

^ ^ [hoa^-^'Sk^x^X^a \ xX^ + A3 X^ z= 0. 

Daher haben die Wurzeln der ersten Gleichung die 
negativen Werthe von denen der zweiten. Haben somit fllr 
irgend einen Werth von x beide Gleichungen eine Wurzel 
gemein, so auch eine zweite. 

Die B^zout'sche Resultante (cf. Nr. 12) wird in diesem 
Falle : 

(65) -^h^h^xW\-9\\f, 

Das Verschwinden der ersten drei Faktoren (statt x^ 

würde es homogen heissen: a? x'^) bedeutet nur, dass alle 
Curven (53) mit (57) die beiden Tangenten 0, oo gemein 
haben; das des letzten Faktors beweist die aufgestellte Be- 
hauptung. 

183. Es erübrigt noch zu zeigen, dass unter allen 
Curven (53) die in Rede stehende (57) in der That die einzige 
Hg-Curve ist. Aber dies ist evident: denn da jede Curve 

(53) mit unserer Hg-Curve die Ebenen, Tangenten und Funkte 

(0, od) gemein hat, so folgt aus der bekannten Beziehung zwischen 
<p und einer Hg-Curve, dass für eine zweite Hg-Curve jedenfalls 

das Element mit dem dreifachen Elemente und das Element 
00 mit dem dreifachen Elemente oo zw^ei Quadrupel der zu- 
gehörigen Involution bildet. Dies ist aber nur die Involu- 
tion (56). 

Und da jedes Quadrupel (56) sich in zwei zu einander 
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harmonische Paare zerlegt , die beide zum Paar , oo harmo- 
nisch sind; so folgt: 

|i^) ^Unter allen Curven des Systems (53) ist 

die Curve H^g die einzige Hg-Curve, während es 

noch eine oo^-Schaar des Systems giebt, die un- 
endlich viele Sehnen besitzen, die zugleich 

Axen von 9 sind, und die alle mit H^ auf der 

Fläche (59) liegen. Auf dieser lassen sich die 
Geraden der einen Schaar, der die Tangenten 
(0, 00) voncp angehören, in Paaren einer (gewöhn- 
lichen) Involution anordnen, deren Doppelele- 
mentejene Tangenten sind. 

Jedes dieserPaare bildet z wei G egenkan ten 

eines 9 um- und H^^ einbeschriebenen Tetraeders, 

und umgekehrt besitztein jedes solches Tetra- 
eder ein Paar Gegenkanten, das auf der Fläche 
liegt und ein Paar der Involution bildet.*' 

184. Irgend eine Grundcurve cp und eine H^-Curve 

sind projektivisch aufeinander bezogen. Denn jedem Punkte 
von Hg entspricht die eine Ebene von 9 , die Gegenebene des 

von ihm ausgehenden , Hg ein- und 9 umbeschriebenen Tetra- 
eders ist und umgekehrt. 

|ig) „Für die canonische Gleichungsform (57) 

von HJ^ ist diese projektivische Beziehung zwischen 



- Hg und 9 einfach dxirch 

(66) X' = i 

ausgedrückt.* 

In der That, durch die angegebene Substitution ent- 
sprechen sich zunächst Punkt (oo ) von Hg und Ebene ( oo) 

von 9. Würde noch etwa dem Punkt 1 von Hg auch die 
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Ebene 1 von 9 entsprechen, so kann die projektivische Be- 
ziehung zwischen beiden Curven nur die Form (66) haben. 

Nun bildet das Argument X == 1, mit dem Tripel ( — 1, 
-|- i) ein Quadrupel der Involution (56). Vom Punkte 1 auf 
Hj^ geht aber an 9 das Ebenentripel : 

(67) X" + X^ + X + 1 - (X* + 1) (X + 1) 

mithin ist 1 die Gegenebene (auf 9) des vom Punkte 1 (auf iV^^) 

ausgehenden Tetraeders *). 

q. e. d. 



184. Nach diesen Erörterungen über die Curven H 



12 
3 



183 



und Flächen H ^ und ihren Zusammenhang können wir die 

Sätze k) geometrisch so aussprechen : 

v) ^Man denke sich auf einer cubischen Bau m- 
curveq?, derenEbenen man als Elemente auffasst, 
eine biquadratische Involution nebst ihrer con- 
jugirten (dreigliedrigen) Gruppe gegeben. 

Dann sind die Quadrupel der In volution dar- 
gestellt durch cx)^ cp um- undeiner Hurwitz'schen 
Curve Hjj ein-; desgleichen die Quadrupel der 

conjugirten Gruppe durch oo 9 um- und einer 
Fläche Hg einbeschriebene Tetraeder. 

JedeKante eines der ersteren Tetraeder ist 
zugleich Axe von cp und Sehne von H^ und reprä- 

sentirt ein Elemen tenpaar (a?^ aJg) der Involution. 

*) Denkt man sich also auf der Curve H^^ die Substitution (66) ausge- 
führt, so geht ihre Gleichung (wenn man wieder X für X' setzt) über in: 

P*0 = ^^» P*l =^ " ^*» P'2 == ^» P'3 = — 1- 
Die Curve U^ ist also in Bezug auf das Normtetraeder (0, 00) (cf. Nr. 30) 

zur Curve 9 vollkommen dualistisch. Zugleich bedingt die projektivische 
Beziehung beider Curven (X = X) eine räumliche reciproke Verwandt- 
schaft, in der Jedem Punkt (X^ X^ X3) die Ebene (X^ X^ Xg) entspricht. 
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Jeder Eckpunkt eines der letzteren Tetra- 
eder, d. i. jeder Punkt der Fläche Hg repräsentirt 

ein Elemententripel (y^, y^, y^ der conjugirten 

Gruppe. 

Dann trifft die durch ein Tripel (y^, y^, 1/3) be- 
stimmte spezielle Fläche H^^^ die Carve Hg in 

sechs solchen Punkten, dass vier von ihnen die 

Ecken eines 9 umbeschriebenen Tetraeders sind. 

Und die durch ein Paar (x^, x^ bestimmte 

spezielle Curve Hg^ trifft die Fläche H^ gleich- 
falls in sechs solchen Pu nieten.* 

Damit verlassen wir die biquadratische Involution als 
Repräsentantin des Schnittpunkttheorems der rationalen ebenen 
Gurven vierter Ordnung und beenden diesen Abschnitt und 
damit das zweite Gapitel dieses Buches mit der vollständigen 
Lösung der in den Hauptzügen schon behandelten Aufgabe 
die Anzahl und Natur der biquadratischen Involutionen mit 
(sechs) geraeinsamen Doppelelementen resp. Elementenpaaren 
zu ergründen, sowie mit der Folgerung der wichtigen Sätze, 
die sich daraus für die Theorie der cubischen ßaumcurven 
überhaupt von selbst ergeben.. 

§.29. 

Die fünf Involutionen vierter Ordnung mit sechs gemeinsamen 

Doppelelementen. 

185. In Nr. 156 wurde der Satz bewiesen : 

„Ist (e, rj) das Argumentenpaar einer Doppeltangente 

einer JJ^, so nimmt ihr Wendepunktsextupel eT^ (d. i. eine 

allgemeine binäre Form sechsten Grades) durch die Sub- 
stitution : 

X e 

(1) X' = Ä ^ (wo Tc gleich Eins angenommen werde) 

W. Fr. Meyer, Apolarität ^ 
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eine Form an, in der die Coefficienten von X'* und X' ver- 
schwunden sind.^ 

Mithin musste umgekehrt das Problem, die Doppeltan- 
genten der jR-Curven mit gemeinsamem Sextupel J (und damit 
auch das andere, die verschiedenen biquadratischen Involu- 
tionen mit gemeinsamer Funktionaldeterminante J) aufzu- 
stellen, in dem allgemeineren enthalten sein, die Substitutionen 
(1) zu finden y die eine binäre Form sechsten Grades in die 
angegebene Gestalt überfähren. 

Es fragt sich aber jetzt, ob umgekehrt jede dieser 

Substitutionen auf eine Doppeltangente einer i2^ mit den 

Wendepunkten J führt, oder ob es noch weitere Substitu- 
tionen giebt, die dieser Frage fremd sind. ^Dies soll vorerst 
erledigt werden. 

War das Schnittpunkttheorem einer Il\ : 

(2) a. = 0, 6, = 0, 

also die Involution der Schnittpunktformen : 

(3) O;^ H- * 6^ = 

so war das Sextupel der Wendepunkte der Curve (2) (der 
Doppelelemente der Involution (3)): 

(4) J-r.p^^ ^« + 3i>„ ^» X + ., . + 3i)^ liX' + j,3, X» = 0. 

Wir denken uns die Substitution (1), wo e, tj einer Dop- 
peltangente der Curve (2) angehören , ausgeführt und dann 
wieder X (homogen X, p.) statt X' geschrieben. 

Dann verschwinden a^, 6^, und somit 

(5) !>.. = 0, Pu = 0- 

Gehen wir umgekehrt von diesen Bedingungen aus, so 
verfahren wir wie in Nr. 66. 

Die Gleichungen (5) haben entweder zur Folge, dass : 
(6a) ög = ftg = und damit auch p^^ = p^^ = 0, oder dass: 

(66) p^ = 0. 

Im ersten Falle ist in der That (e, i]) eine Doppeltangente 
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der Curve (2), von der wir ausgingen; im zweiten scheint 
eine fremde Lösung vorzuliegen. Welche ? 

Die Gleichungen (5) (66) sind ersetzbar durch : 

(7) «0 + ^\ = 0, «, + k\ = 0, a, + k\ = 
WO jfc' einen bestimmten, wenn auch noch unbekannten Faktor 
vorstellt. Dann hat das Quadrupel a^ + Jc'b-)^ die Form: 

(8) ax + k\ ^ Xu Q? + *" |i') = 0. 
(Denken wir uns für den Moment Ä" variabel, so stellte 
(8) genau diejenige (einzige) Involution dar, die mit X* -f" ^1^* 
die gleichen Doppelelemente (X*, |i* d. h. 0^,' co *) gemein hat.) 
Mithin ist (e >]) in diesem Fall ein Paar, das mit einem zu 
ihm harmonischen ein Quadrupel der Involution (3) bildet. 
Nach Früherem giebt es drei Quadrupel der Involution (3), 
die aus zwei solchen Paaren bestehen ; das zu beiden Paaren 
zugleich harmonische ergiebt jedesmal einen Doppelpunkt (tf^ß^) 
der Curve (2). 

Demnach giebt es, wenn man von der Curve (2) ausgeht, 
einmal 4 Werthepaare e^-ij^ erster Art (den Doppeltangenten 

zugehörig), die die vorgelegte Aufgabe (der canonischen Form 
von 7) lösen : dann aber noch 3.2 = 6 weitere Paare zweiter 
Art Sg Yjg, die drei harmonische Quadrupel der Involution (3) 

bilden. Diese 6 Paare stehen aber nach Nr. Iö2 in sehr ein- 
fachem Zusammenhang. 

Wurde nemlich die Involution (3) auf einem Kegelschnitt 
f durch ein (p stützendes Kegelschnittbüschel D ausgeschnitten, 
sodass die Grundpunkte des letzteren ein Polviereck von 9 
bildeten , so repräsentirten auf f bezogen diese 4 Eckpunkte 
die 4 Werthepaare (e^ rj^ erster Art und die 3 . 2 Seitenpaare 

des Vierecks die 3 . 2 Paare zweiter Art d. h. diese sechs letzteren 
Paare (e^ij^ sind die Funktionaldeterminanten der vier ersteren. 

(Die Doppelpunkte der Curve (2) waren dann durch .die Ecken 

20* 
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des PolardreieckB des Büschels vorgestellt.) Diese 10 Paare 
bildeten einen Cyclus von fünf Quadrupeln (indem jedes 
Element e doppelt auftrat)^ so dass jedes dieser Quadrupel 
mit dem Restsextupel in der oben angegebenen Weise je 
einer der fünf i2-Curven angehören; aus der die vier übrigen 
durch vier Rlassentransformationen Tj hervorgingen, deren 

Fundamentallinien je drei der vier Doppeltangenten waren. 

Legt man die Schaar von Kegelschnitten; die dem Doppel- 
tangentenvierseit einbeschrieben sind; so hat diese mit der 
vorliegenden iZ-Curve die zu ihr gehörige (Tangenten-) In- 
volution (3) gemein. Die 3 . 2 Tangentenpaare von den Gegen- 
ecken des Vier seits an die Curve bilden die 3 . 2 Paare e, ij der 
zweiten Art (e^ tj^). 

Betrachtet man eines dieser sechs Paare zweiter Art als 
die Doppelelemente einer (gewöhnlichen) Involution auf der 
JÜ-CurvC; so umhüllen die Geraden, die die Punktepaare der In- 
volution aus R ausschneiden; nach Nr. 165 eine rationale Curve 
dritter ClassC; deren eine Doppeltangente gerade die beiden 
Punktepaare der Involution ausschneidet; die auf gerader Linie 
liegen. So gelangt man zu 6 rationalen Curven dritter Classe; 
deren 6 Doppeltangenten somit gerade die 6 Quadrupel 
ausschneiden; die sich in zwei zu einander harmonische Paare 
zerlegen; so dass das zu ihnen zugleich harmonische Paar 
ein Paar (e rj) der zweiten Art ist. Nennen wir diese die 6 
Doppeltangenten (e^ r]^) so haben wir; alles zusammengefasst; 

Folgendes : 

a) „Esgiebt mindestens 6in6n Cyclus von zehn 
Substitutionen (1), die eine allgemeine binäre 
Form sechsten Grades in die canonische Form 
(5) überführen. Die zugehörigen Werthepaare 
(Sj rjj) bilden in der That (doppelt gezählt) die 5 

Doppeltangentenquadrupel von fünf durch den 
Trans formationsprocess T^cyclisch verbundeneu 
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Curven JB mit demselben (gegebenen) Wende- 
punktssextupel. 

Für jede einzelne der fünf Curven jB zer- 
legen sich die 10 Paare (e rj) in vier erster Art (e^ rj^) 

{die Doppeltangenten(argumenten)paare} und sechs 
zweiter Art (€g ^J^)? ^^® ^'^ Tangentenpaare, die 
von den Gegeneeken des Doppeltangen ten vier- 
seits an die Curve gehen. 

Diese sechs Paare zweiter Art bilden zugleich 
die Lösung der Aufgabe, „für die vorliegende 
Curve jR die Argumente der Doppelpunkte zu 
finden^^ Man erhält sie, wenn man die zu den 
drei „Paarpaaren^^ harmonischen Paare sucht. 

Fasst man die sechs Paare zweiter Art (e^ yj^), 

jedes als die Doppelelemente einer Involution 
zweiter Ordnung auf, so giebt es für jede eine 
Gerade derEbene, die zwei Punktepaare derln- 
volution aus It ausschneidet. Diese sechs Ge- 
raden {die Doppeltangenten (Sg ijg) von sechs be- 
stimmten Curven dritter Klasse} umhüll on nebst 
den sechs Wendetangenten eine bestimmte Curve 
dritter Klasse, deren Tangenten aus B die har- 
monischen Quadrupel ausschneiden.^' 

186. Dass es aber in Wirklichkeit nur einen solchen 
Substitutionencyclus (1) giebt, lässt sich z. B. (abgesehen von 
weiteren Bestätigungen) mittelst einer direkten Methode nach- 
weisen , die auch die Zehnzahl ohne Weiteres erscheinen lässt 
und mit gleichem Erfolge auf die allgemeine Aufgabe (für 

eine Form w**° Grades die Substitutionen (1) zu finden, ver- 
möge deren die Coefficienten von X°""^ und X* verschwinden) 
anwenden lässt. 

Geht eine gegebene Form 

(9) /•= «« r Oo X* + 6 a, X» + . . . . 6 a, X + a, 
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vermöge der Substitution 

(10) X' = v^- oder X = V?^ 
X — rj X — 1 

über {nach Multiplication mit (X' — 1)*} in eine solche Form 

von X'; dass die Coefficienten von j(* und X' verschwinden, so 
liefert die Tajlor'scbe Entwicklung die beiden Bedingungen 
(zur Bestimmung von a, ß) : 

(11) E-a,6^ = 0, H-(i^5e = 0. 
Statt dieser wählen wir irgend zwei der fünf linearen 
Combinationen beider: 

(12) E — H=0, Etj -He = 0, E>j'— He^=0, ...E7j*-He*=0 
z. B. *) die erste und letzte, die entwickelt nach Weglassung 

a a 

des Faktors (e — rj) lauten (== e + ^; = e>j)« 

^0 % 



(13) 



»6 «'o ^« («! — 2 "o o,) + + 

-|- . + . + . -{- 4 a^dlr Elf— E6*=z0 

wo die zweite aus der ersten durch gleichzeitige Vertanachung 
von a. mit a^_^ und a^ mit Oj hervorgeht. 

Die gemeinsamen Lösungen von (11) sind auch in den 
gemeinsamen Lösungen von (13) enthalten, umgekehrt aber 
enthält (13) noch fremde Lösungen, die durch Verschwinden von 

1 1 

(14) : ^ ,1 :- (e-rj) (e ■+■ rj) (e» -h tj*) = 



*) Die Entwicklnng gilt fär irgend ein Paar der Bedingungen (12) 
in ganz analoger Weise. Dann treten als fremde Lösangen noch die 
Wertbe e (resp. t)) = 0, oo auf, denen Schnittpunkte der hezüg liehen 
Gurren (13) mit den Geraden a^ = 0, a^ = entsprechen. Die aus 

" den fQnf Curyen (12) linear zusammengesetzte Schaar ist dann keine an- 
dere, als die ganze oo^ durch die zehn Punkte (s, v]) gehende Sohaar 
von Curven vierter Ordnung. 
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entstehen; wo aber der erste Faktor schon bedeutungslos ge- 
worden ist; da er in (13) weggelassen wurde. 

Die beiden andern Faktoren führen, wie leicht zu zeigen, 
zu 2 4" ^ = 6 fremden Lösungen. Bezogen auf irgend einen 
Normkegelschnitt; stellen die Gleichungen (13) zwei Curven 
vierter Ordnung dar, mit je einem Doppelpunkte in resp. 
(Gjj = 0, Gj = und Gj = 0, Gj = 0). Die Tangenten in 

diesen sind resp. 

(15)a. = 0,a,a^4-2aja, = 0;uiida, = 0,a,a, + 2a,a,=0. 

Daher treffen sich die Curven (13) auf der Geraden 
fi -|- Tj :^ Gj = in einem Punktepaar 

(16) a,a|-a,a« = 0. 

Dies sind die dem Faktor (e -|- 7]) in (14) zugehörigen 
fremden Lösungen. Die für den zweiten 

(17) e« + 7j« = gJ — 2 G^ G, = 

erhält man durch den Schnitt dieses Kegelschnitts; der den 
Normkegelschnitt in den Punkten g^ =0, g^ =0 und Gj=0;Gj=0 

berührt; mit den Curven (13). Setzt man z. B. in die erste 

G« 

den Werth (17): g„ = pj-^ ein, so kommt: 

^ '^ 2 2 G^ 

(18)Gj(a,G}+5a,G3G, + 10a3G;Gj-hl0a,G,(^4-4a,Gj)=0; 

d. i. die erste Curve (13) hat nicht nur, wie (15) zeigt; in 
dem Doppelpunkt a^ := 0; g^ = 0, der ja ein Punkt des Norm- 
kegelschnitts ist, dessen Tangente (g^ =: 0) als die eine Doppel- 
punktstangente , sondern osculirt auch noch den Kegelschnitt 
(17) in ihm. 

Das Entsprechende gilt für die zweite Curve (13) und 
ihren Doppelpunkt. Demnach schneiden sich beide Corven 
(13) nur noch in vier Punkten auf dem Kegelschnitt (17). 

ß) 3,Die übrigen 10= 16 — 6 Schnittpunkte des 
Cnrvenpaares (13) müssen somit die Werthepaare 



312 I^'o Reye*«cbe Apolarit&t und die Normciirven. 

(e, >j) liefern, die die gestellte Frage lösen. Diese 
bilden dann gerade den Cyclus des Satzes a)^ *). 

§. 30. 

Die biqnadratisclien Involutionen mit sechs gemeinsamen 

Elementenpaaren. 

187. Man verdankt Cremona^^) die drei Sätze: 
y) ^I. Zw^i cubische Raumcurven haben im 
Allgemeinen jsehn gemeinsame Axen (Sehnen). 



*) Die zehn Werthepaare (e, tj), die die Aufgabe somit lösen , waren 
die vier Argumentenpaare ^^ der Doppel tangenten einer j^ (mit den 
Wendepunkten /= 0) nebst ihren sechs bez. Funktionaldeterminanten 4>j^. 
Diese letzteren bildeten drei (harmonische) Quadrupel der Involution 
«s = 0, i». = 0. 

War diese Involution auf dem Normkegelschnitt N^ dargestellt, so 

reprilsentirten ihre Elementenpaare die Punkte einer H^-Curve, die aus 

JVg das Sextupel J ausschnitt. 

Andererseits bildeten nach Nr. 152 (nur dass wir uns jetzt dualistisch 
ausdrucken^ die vier Geraden, die aus N,^ die Paare ^j ausschneiden (von 

deren Schnittpunkten also die Tangentenpaare ^^^ an N^ g^hen) ein Pol- 
viersei t von N^. Da aber seine Gegeneckenpaare drei Quadrupel der 
Involution bilden, so ist dies Polvierseit der Hg-Curve einbe- 
schrieben: somit ist die letztere (cf. Nr. 148) in der Form dar- 
stellbar: 

wo die /)j = die Seiten des Polvierseiis sind. 

„Mitbin ist eine Form sechsten Grades J auf fünf be- 
stimmte Weisen in der Form 



'i'i 'i'a 'l's ^4 2 ^ 



e: J 



darstellbar, wo die ^ die fünf Quadrupel bilden, in die sich 
die zehn Werthepaare e, t] (doppelt gezählt) anordnen.*^ 

(Jedem Quadrupel gehört eine bestimmte Gruppe der Constanten m, an.) 



Die Reye'fiohe ApoIaritHt. und die Normcurveti. 313 

II. Jede derselben besitzt im Allgemeinen 
sechs Axen (Sehnen), die Sehnen (Axen) der an- 
dern sind. 

ni. Es giebt im Allgemeinen sechs cubische 
Curven, die sechs beliebige Baumgerade zu Axen 
(Sehnen) haben.^ 

Diese Sätze ermöglichen in Verbindung mit der Theorie 
der Hurwitz'schen Curven H„ eine höchst fruchtbare Behand- 

lung unserer Involutionen (spec. der Titelfrage) auf cubischen 
Kaumcurven. 

Diese stellt sich dann so : 

Wieviel Curven H^ giebt es, die sechs be- 
liebig gewählte Axen der gegebenen cubischen 
Curve cp zu Sehnen haben? 

Diese Frage ist offenbar eine Verallgemeinerung der im 
vorigen §. behandelten, auf die man wieder zurückgeführt 
wird, wenn man die sechs Axen von 9 zu Tangenten 
werden lässt. 

Dann giebt es nach (y III) sechs cubische Curven, die 
diese Tangenten zu Sehnen haben; eine von ihnen ist aber 
ersichtlich 9 selbst. Daher zeigen die Ergebnisse des vorigen 
§. zunächst: 

5) „Die fünf cubischen Curven, die sechs be- 
liebige Tangenten od der gegebenen, 9, zu Sehnen 
haben, sind identisch mit den fünf Curven H^ des 

Satzes (pg. 211), deren zugehörige Involutionen 
diejenigen sind, die die Doppelelemente w ge- 
mein haben. 

Für jede der CurvenH^und 9 gilt dann Satz 



[Auch diesen Satz findet man bei H. BriU (Math. Ann. XX pg. 355), 
wenn auch ganz anders bewiesen, wie ich nachträglich zu bemerken habe. 
Anfang Februar 1883.] 
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YÜnicht mehr; da es unendlich viele Axen von 
f giebt, die Sehnen von H« sind.^ 

Die näheren Beziehungen zwischen diesen Curven ergeben 
sich sofort mit Hülfe der uns schon bekannten Involutions- 
sätze und des Satzes y I: sie fliessen aber als specielle Fälle 
aus der Configuration , die die allgemeinere (Titel-)Frage nach 
sich ziehen wird. 

188. Zunächst giebt es wieder sechs cubische Curven F, 
die sechs beliebige Axen (u^ v^) von 9 zu Sehnen haben. Von 

diesen muss mindestens eine den Satz y 11 befriedigen. 
Dann nach Satz y III kann man sich die Curve 9 entstanden 
denken^ als eine von denen; die sechs ganz beliebige Raum- 
gerade zu Axen (u^ v^ haben. Würde es dann für jede Curve 

r unendlich viele Sehnen geben , die Axen von 9 wären ; so 
wäre Satz y II unmöglich *). 

Andrerseits giebt es aber; wie wir wissen (cf. pg. 308) 
mindestens fünf Involutionen mit sechs gemeinsamen Ele- 
mentenpaaren ; also giebt es n u r e i n e Curve T, die den Satz 
Y II befolgt; während die übrigen fünf Hg-Curven sind. Dann 

aber geht aus dem ^Pentaedersatze^ pg. 247 nunmehr der 
folgende hervor: 

e)L ,;Von den sechs cubischen Curven T, die sechs 
beliebige Axen der Curve 9 zu Sehnen habeU; sind 
immer fünf Ha-Curven. Je zwei derselben haben noch 

drei; je drei noch eine Sehne gemein, die zugleich 
Axen von 9 sind. Diese stellen die Kestelementen- 
paare dar, die je zwei resp. drei der fünf zuge- 
hörigen Involutionen noch gemein haben. 



*) In genau derselben Weise schliesst man, dass ftlr je zwei der 
fünf Hjj-Curven oder auch je zwei der sechs Curven a (cf. Nr. 189) der 

Satz Y 1 gelten muss. Denn man gehe umgekehrt von zwei Curven des 
Satzes Y ^ ^^^1 greife aus den zehn gemeinsamen Axen sechs heraus nn4 
verfahre dann, wie im Texte. 
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n. Stehen zwei cubische Curven in der Be- 
ziehung; dass es unendlich viele Sehnen der einen 
giebt; die zugleich Axen der andern sind; so ist 
diese Beziehung auch eine Hurwitz'sche; d. h. 
diese Geraden ordnen sich an als die Gegen- 
kanten von unendlich vielen der ersten Curve 
ein- und der zweiten umbeschri ebenen Tetrae dern.* 

Zu Satz I ist zu bemerken; dass in der That die drei 
Sehnen, die je zweien der fünf Curven Hg noch gemein sind 

(und zugleich Axen von 9 sind) mit der vierten (die zugleich 
Sehne der sechsten Chirve T ist cf. unten) und mit den ursprüng- 
lichen sechs Axen von 9 die zehn Sehnen bilden , die nach 
Satz Y I beiden Chirven gemein sein müssen. 

Satz II gilt; weil man von den vorausgesetzten unend- 
lich vielen Axen von qp (die Sehnen der zweiten Curve sind) 
irgend sechs herausgreifen und auf diese den Satz I an- 
wenden kann. 

181). Wir vervollständigen jetzt unsere Figur dadurch; 
dass wir noch die fünf weiteren Curven legen, die unsere sechs 
Axen von 9 gleichfalls zu Axen haben. Nennen wir alle diese 
die Curven a^, dagegen jene, die sie zu Sehnen haben, a^ 

(i = 1, 2, . . 6) ; so haben wir eine Configuration von 2 . 6 
cubischen Curven , die der bekannten einer Doppelsechs einer 
Fläche dritter Ordnung analog ist. Gerade wie da jeder Ge- 
raden der einen Sechs eine einzige der andern entspricht und 
umg. (die zu ihr windschief ist, während sie die fünf andern 
trifft), so folgt hier unmittelbar aus Satz £ I: 

Q ^Die beiden Sechsen von Curven o^^,oi^ (i = 1 ..6), 

die sechs beliebige Baumgerade g zu Sehnen 
res p. Axen habeU; stehen in dem eigenthümlichen 
Verhältniss, dass jede Curve a^ einer bestimmten 

Curve a^ (denen daher der gleiche Index beigelegt 

wird) u. umg. eindeutig entspricht, so, dass di^ 



316 



Die Reye^sche Apolarit&t und die Normcurven. 



sechs Geraden g die einzigen sind, die Sehnen 
von a^ und Axen von a^ sind. 

Dagegen stehenjezweiCurvena^ o^ C*^*) i° 

der Hurwitz'schen Beziehung, d. h. esgiebt ausser 
den Geraden g noch unendlich viele Sehnen von 
ttj, die Axen von o^ sind.* 

Daher erweitert sich mit Hülfe des Satzes y I der Satz e I 
zu folgendem, der die sechs Curven a^ (a^) ganz gleichmässig 

behandelt: 

7]) ^Die sechs cubischen Curven a^ (die sechs 

beliebige Gerade ^ ,zu Sehnen haben) besitzen 
ausser diesen nochzuje zweien vier gemeinsame 



Sehnen, also im Ganzen 



6.5 
1.2 



. 4 = 60. 



Diese reduciren sich aberauf20, dajede von 
ihnen gemeinsame Sehne s^^^ von drei derCurven 

aj,a^,aj ist (also dreimal auftritt). 

Diese 20 Linien sind zugleich die entsprech- 
enden 20 weiterenAxenavonje dreien der Curven 
a^ (die die Geraden g zu Axen haben) und zwar ist 

immer 

^iki = ^mnp (»^ *^ ^y m,n,p = 1, 2, 3, 4, 5, 6). 

Desgleichen sind die vier Sehnen, die je dreien 
der Curven a gemein sind: 

^ikl *ikm ^llm ^klm 

nebst den 6 Geraden g die 10 gemeinsamen Axen der 
beiden Curven a a . 

n p 

Die sechs Geraden, die je vier der sechs Curven a 

»i «k «I «m 

mit einer der beiden übrigen a zu gemeinsamen 
Sehnen haben, ordnen sich in drei Paare 
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•> • 

^nik' ^nll' ^nkm 

Um; okm' nkl 

die Gegenkanten dreier Tetraeder sind, die a 

ein- und a umbeschrieben sind.^ 

p 

Desgleichen gelten die reciproken Sätze (indem man die 
a mit den resp. a ver tausch t); so dass man den Satz t] als 
^Hexaeder^-Satz kurz so formuliren kann : 

yj^) jjDie beiden Sechsen vonCurvena; a sind 

in Bezug auf ihre gemeinsamen Sehnen, resp. 
Axen gruppirt, wie die Ecken resp. Ebenen eines 
Hexaeders resp. Sechsecks, wo das letztere dem 
ersteren um- (und damit das ersteredem letzteren 
ein-) beschrieben ist.** 

« 

190. Andrerseits waren (Nr. 155) fünf Involutionen mit 
sechs gemeinsamen Elementenpaaren (u^ v^ dargestellt durch 

die vier Strahl- und das Kegelschnittbüschel (Z)^, D) von vier 
Doppelpunkten einer rationalen ebenen Curve sechster Ord- 
nung i?J mit den sechs weiteren Doppelpunkten (w^ v.), und 

zwar schneiden diese fünf Büschel die Involutionen aus der 
Curve aus. 

Weiter unten wird gezeigt, dass umgekehrt die sechs Ar- 
gumentenpaare Wj Vj für die Curve ganz beliebig ange- 
nommen werden dürfen, dann aber alle übrigen Singularitäten- 
argumente bestimmt sind. 

Dann sind aber gerade die Argumentenpaare (e^ 7]J der 

vier Doppelpunkte D^ solche vier Elementenpaare, die je dreien 

von irgend vier der fünf in Bede stehenden Involutionen 
gemein sind : mithin folgt daraus und aus Satz 7]): 

x) ^Die zehn Argumentenpaare der Doppel- 
punkte einer i2^ stehen in derselben Beziehung 
zu einander, wie die zehn Argumentenpaare einer 
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cubischen Raumcurve, die zehn Axen (Sehnen) 
zugehören, die zugleich Axen (Sehnen) einer 
zweiten solchen Curve sind.* 

Umgekehrt bestimmen also irgend zwei in allgemeiner *) 
Lage befindliche cubische Raumcurven sowohl durch ihre ge- 
meinsamen Axen als auch Seimen je eine Klasse **) von i?^, 
deren Individuen projektivisch in einander überführbar sind. 

Aus dem Dualismus von Axe und Sehne folgt weiter: 

x^) „Jeder R^ ist eine bestimmte andere eindeutig 

zugeordnet und umg.: ihre Doppelpunktsargumente 
entsprechen den gemeinsamen Axen und Sehnen 
zweier cubischer Raumcurven.** 

191. Geht man von zwei cubischen Raumcurven a^, a^ 

aus, greift aus ihren zehn gemeinsamen Axen irgend sechs 
heraus, so sind stets die vier übrigen nach dem Schema des 
Satzes 7]) 

*1«8 ^124 ^IM ^284 

Sehnen von vier weiteren Curven a^, a^, a^, a^. Dies führt zu 

dem Satz, den ich nachträglich auch bei H. Em. Weyr^) ge- 
funden habe: 

X) ^Die zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier 
cubischer Raumcurven sind zu je neun Sehnen (Axen) 
einer weiteren cubischen Curve.* 

Ausserdem wissen wir von ihnen: 



*) Haben die beiden Curven resp. ein, zwei, drei Ebenen (Punkte) 
gemein, so haben sie nach Cremona (1. c.) nnr noch resp. Becbs, drei, eine 
Axe (Behne) gemein. Deren Elementenpaare entsprechen dann, wie hier 

nur angeführt sei, den Doppelpunkten einer J3^, j^, ^, die. ans der ^ 

continuirlich in einander übergehen können. 

**) Eine solche ganze Klasse (algebraisch „die zugehörige Formen- 
gruppe*^) ist immer (wie auch schon bis jetzt) durch das Zeichen B reprä- 
sentirt; zur Abkürzung ist gewöhnlich nur „von einer Curve B*^ die Bede. 
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Xg) ,;Jede dieser zehn (zehn) weiteren Curven ist 

eine Hurwitz'ache Hg-Curve der Originalcurve d.h. 

je neun der zehn zugehörigen Elenientenpaare sind 
die einer Involution vierter Ordnung.^ 

Aus dem Bilde der ü^ lassen sich mit Leichtigkeit noch 
weitere Beziehungen zwischen diesen 10 Involutionen ablesen. 

Die zehn Axen seien bezeichnet mit (u^ v^) (r = 1, 2, . . 10) : 

die entsprechenden zehn Involutionen mit J . In jeder giebt 

es neun weitere Elementenpaare ^ die mit den neun gegebenen 

neun Quadrupel der Involution bilden. Solcher weiteren Paare 

10 . 9 
giebt es im Ganzen — ~ — = 45, da jedes zweimal auftritt. 

Man gelangt zu ihnen auch dadurch, dass je zwei der 
zehn Involutionen noch ein weiteres Elementenpaar gemein 
haben. Dies sind die 45 Paare. 

Zu je sieben der zehn Paare (w^ v^ gehören immer drei 

der 45 weiteren Paare in der Weise, dass diese keiner der 
sieben Involutionen J (5 = 1, 2, . . 7) angehören. 

„Diese sieben -|- drei Paare bestimmen zehn Axen, die 
wieder zugleich Axen einer weiteren cubischen Gurve sind. 
Solcher weiteren Curven giebt es daher 120.* 

Diese Eigenschaften, die leicht noch weiter ausgedehnt 
werden können, mögen hier genügen. Greift man irgend sechs 
der zehn Axen heraus , so kommt man wieder zur ursprüng- 
lichen Doppelsechs zurück, die somit nur ein specieller Fall 
des jetzigen ist. 

§. 31. 
Fortsetzung. Das Schnittpunkttlieoreiii der i2^ auf der cubisclien 

NormcTirve stndirb 

192. Das weitere Studium der aus zwei cubischen Kaum- 
curven bestehenden Figur wird sich auf die Fläche (vierter 
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Ordnung) concentriren ^ auf der die zehn gemeinsamen Axen 
beider liegen. Dies geschieht mit grosser Leichtigkeit mit 

Ilülfe des Schnittpunkttheorems der R^ oder was dasselbe ist^ 

mit Hülfe der Theorie der zweigliedrigen Grruppen sechster 
Ordnung resp. ihrer conjugirten. Man wird also behufs ein- 
gehenden Studiums der biquadratischen Involution jetzt zum 
zweiten *) Mal auf die Theorie der Gruppen sechster Ordnung 
verwiesen. 

Die projektivischen Eigenschaften einer R^ (d. h. einer 

dreigliedrigen Gruppe sechster Ordnung) hängen ersichtlich 
von 12 Gonstanten ab. Demgemäss kann man nach denjenigen 

JR* fragen, für die sechs ihrer zehn Doppelpunkte ganz be- 
liebig gewählte Ärgumentenpaare (u^v^ besitzen. Man denke 

sich eine Curve mit dieser Eigenschaft gegeben. Dann lege 
man ein Dreieck, dessen Seiten immer zwei der sechs Doppel- 

punkte enthalten. Dann giebt es in der Gruppe der M^ 
drei Formen der Art: 

(1) fi'U' '12' fz'h' hv '5 • '6 • '56 

wo (WjVj) die Wurzeln der quadratischen Form /j sind: während 

die f^^y f^j f^ drei unbekannte quadratische Formen vorstellen. 

Sollen die (u^ t;^) in der That Doppelpunkten zugehöreu, so 

sind sechs Bedingungen dazu nothwendig und hinreichend von 
der Form*: 

(2) fr^-M =(H^*^*1 

wo die Variable X links durch u^, rechts durch v^ ersetzt ist. 

Dies liefert zur Bestimmung der sechs Unbekannten (der 
Restpunktepaare der Seiten des Dreiecks oder der Wurzeln 
von /"jg, f^, /"gg) sechs Gleichungen. 



*) Das erste Mal in Nr. 132 zu einer Form sechster Ordnung und 
ilirer conjugirten Gruppe. 
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Aber eine solche Bestimmungsweise ist bekanntlich un- 
sicher : die sechs Gleichungen (2) könnten abhängig von ein- 
ander sein, und somit auch die Wurzeln der /j. 

Dann gäbe es im Allgemeinen keine aus (1) 
(wo die /'die vorgegebene Bedeutung haben sollen; 

zusammensetzbare dreigliedrige „(JRg)*-üruppe: 

würde es aber im besondern eine geben, soauch 
unendlich viele. 

Die Unmöglichkeit des letzteren Falles soll dargethan 
werden : dann existiren Lösungssysteme von (2). Nun aber 
existirte flir den Fall u, = v. nach Früherem nur eine end- 

liehe Zahl von (5) Lösungen: also auch im Allgemeinen und 
zwar dann wie wir wissen , die gleiche Zahl, q, e. d. 
Somit gilt : 

a) „Bei beliebiger (nur nicht specieUer*)) An- 
nahme der (Mj v.) d. i. d er /j giebt es fünf Lösungs- 

systeme für die Coefficien ten der f^^, f^, f^^ in (2)." 

193. Das Schnittpunkttheorem einer R^ lautet nach dem 

allgemeinen Satz der Nr. 6 : 

(3) a =0, \ = 0, c. = 0, d =0 

wo diese Formen aus den „Schnittpunktformen" a^, 63^, c^^ d^ 

durch Polarisation nach sechs Elementen entstehen. Diese 
letzteren Formen bilden die zu (1) conjugirte Gruppe, deren 

Combinanten mit denen der Gruppe der jR^ identisch sind 

(cf. Nr. 26). Diese Formen , mithin auch die Formen (3) sind 
demnach ganz beliebig wählbar. 



*) Wählt man z. B. für die (u ) die Argumente der sechs Doppel- 
punkte einer i^, so giebt es , wie leicht zu sehen , unendlich viele Lö- 
sungen. Denn dann giebt es unendlich viele Gnrven H , die die bezüglichen 

sechs Axen der cubischen Gründen rve f zu Sehnen haben. 
W. Fr. Meyer, Apolarität. 21 
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Gemäss der Entwicklung der Nr. 23 kann man sie auch 
so schreiben: 

(4) a a =0, ft 6 =0, c c =0, d d =0. 

Diese Gleichungen sagen dann aus , dass das Punktepaar a, x 
in Bezug auf die Flächen 

(5) a*=0, bl = 0, c» = 0, d*=0 

(und damit auch in Bezug auf das ganze aus ihnen linear con- 
stituirte „Gebüsch*) conjugirt sind. Jede Fläche des Gebüsches 
stützt die Normcurve Ng. 

Werden die partiellen Differentialquotienten von a^ nach 

Gj mit -4. bezeichnet, analog die von b^ mit B^ etc., so liefert 
die Elimination der t aus (4) das biquadratische Schnittpunkt- 
theorem erster Ordnung der 7?^ (1) (oder (3)) (wegen des Aus- 
drucks cf. §. 2) : 

A A ^2 ^9 

Co ^x G, C, 

\^o ^. ^e K 
Diese Fläche vierter Ordnung, die sogenannte Jakobi'sche®^) 

der Flächen (5) (d. i. der Ort der Spitzen aller Kegel ihres 

Gebüsches) heisse kurz ^die Darstellungsfläche des 

Schnittpunkt theorems einer R^ oder noch kürzer 

die Darstellungsfläche einerü^*. 

Die Punkte der Fläche sind sich involutorisch in der 
Art zugeordnet, dass zu j e d e m Punkte von ihr ein zweiter 
solcher gehört und zu diesem wieder der erste, die dann die 
Gegenecken eines der Normcurve Ng umschriebenen gemein- 
samen Polsechsflachs des Gebüsches (5) bilden^ mithin neun 
weitere solche Punktepaare (als die weiteren Gegenecken des 
Sechsfiachs) nach sich ziehen. 

Die Schnittpunkte von F^ mit N^ sind durch die Funkti- 



(6)1^4 



= 0. 
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onaldeterminante der Formen ax, b^y Cy^ d^ gegeben, stellen 

somit nach Satz pg. 41 die zwölf Wendepunkte der R^ dar. 

Aus dem Begriff der Wendetangente folgt ohne Weiteres für 
die Fläche : 

ß) ^Die Tangente derNormcurve N^in einem 
ihrer Schnittpunkte TFraitl^^ trifft diese in drei 
weiteren Punkten P^P^ P^. Von jedem gehtnoch 
eine Ebene an N^ (X^ resp. X^.resp. X^). Die drei Axen 
dieses Trieders osculiren die Fläche im Punkte FT.* 

4 

Eine B^ besitzt bekanntlich 24 Doppeltangenten (d^ e^ : 
andrerseits die Fläche F (wie jede Fläche vierter Ordnung) 
48 mit Ng gemeinsame Tangenten. 

Aus dem Begriff der Doppeltangente folgt: 

Y) j,Die 48 der Fläche F^ mit der Curve Ng 

gemeinsamen Tangenten theilen sich in24Paare 
derart, da8sfürjedesPaar(djej)die Berührungs- 

sehne der Fläche die Axe (d^ e^ von N^ ist* 

Jede Gerade in der Ebene der Rl trifft sie in sechs 

Punkten, die zehn Tripelpaare a, t bilden. Diese bilden im 
Baume gerade die zehn Gegenecken paare eines Ng um- und 

F^ einbeschriebenen Sechsflachs (eines Polsechsflachs des Ge- 
büsches (5)) : also : 

5) jjEs giebt oo* gemeinsame Polsechsflache 
desGebüsches (5), die der Jacobi'schen Fläche 
F^ derselben ein- und einer auf dem Gebüsch 

ruhenden cubischen Raui^urve umbeschrieben 
sind.* 

Es seien X, X^ . . . X^ sechs Punkte der BI auf einer Ge- 

1 B O O 

raden. Demnach trifft die Axe (X^ X^) von Ng die F^ in vier 

Punkten : 

21* 



324 ^^0 Heye*8che Apolaritftt und die Kormcurveti. 

0) (\\K) (\\^^ (\^,V (\\\)- 

Ist aber (X^ X^) ein Doppelpunkt der R^, so werden die 

Restpunkte unbestimmt und ihre Elemente bilden eine biqua- 
dratische Involution. Demnach haben wir : 

e)*) ,,Den zehn Doppelpunkten (u^ v^ der R^ 

entsprechen zehn x'Vxen (WjV.) von N^, die ganz auf 

der Fläche F^ liegen. Die den Punkten einer 

solchen Geraden auf der Flache involutorisch 
zugeordnetenPunkte durchlaufen eineHg-Curve 

(HL).« 

• 194. Nach Satz x) Nr. 190 bilden aber diese zehn Axen 
von Ng zugleich zehn Axen einer zweiten cubischen Curve f^ : 

welche Beziehung hat sie zum Gebüsch (5)? 

Nimmt man f^ für den Augenblick zur Normcurve, so 

gilt für sie gemäss dem citirten Satze in Bezug auf die R^ 

dasselbe; wie für N^: d. h. die zehn Axen liegen auf einer 

zweiten F^. Da aber auf dieser auch die zehn H -Curven 

liegen^ die je neun der zehn Axen zu Sehnen haben^ so müssen 
beide Fläclien identisch sein (da ihre Schnittcurve ja von 
höherer als der 16. Ordnung wäre). Dies liefert den Reye- 
sehen®*) Satz : 

Q ^Die Fläche vierter Ordnung l*^^, die durch 

die zehn gemeinsamen Axen zweier cu bischer 
Räumen rven geht (unddadurchvöllig bestimmt 
ist) ist die Jacobi'sche Fläche eines beide Curven 
stützenden Gebüsches von Flächen zweiter 
Ordnung. 

*) Die B-ltze (ß) bis (e) bilden die Analogien zu den Eigenschaften 
einer H -Fläche der ctibischen Cnrve. 
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DipzehnAxen sind die Geraden der zehn im 
Gebüsch befindlichen Ebenenpaare.* 

Das Letzte ergiebt sich hier leicht aus dem Begriff eines 
Doppelpunktes (sowie auch aus Nr. 137). Denn ist a, ß einer 

der Doppelpunkte der iJ^ so ist eine der aus den Formen (3) 

linear zusammensetzbaren von der Gestalt: 

(Y) 8. - (Xj - a) . . . (X, - a) - T (\ - ß) . . . (X, - ß) 

d. h. eine Form der zur H^ conjugirten Gruppe ist als Summe 

von zwei sechsten Potenzen (von (X — a) und (X — ß)) darstell- 
bar. Dann aber wird die zu (8) gehörige Belache : 

(9) A' — tB' = 
wo A = 0; B = die Ebenen a, ß der Normcurve darstellen ; 
sodass das Ebenenpaar (9) zu ihnen harmonisch ist. 

Mithin istjede Axe {u^v^) Gerade eines Ebenen- 
paares des Gebüsches (ö). 

Solcher Ebenenpaare giebt es aber bekanntlich zehn *). 
Die Gleichung (9) lehrt : 

Ci) »Die dem Flächengebüsch des SatzesQ 

angehörigen zehn Ebenenpaare erhält man als 
dieresp. Ebenenpaare^ die zu den beidenvon je 
einer der zehn Axen an die beiden cnbischen 

*) Dass es kein weiteres Ebenenpaar des Gebüsches (5) (das, wie 
sich gleich zeigen wird, ein ganz allgemeines Gebüsch ist) giebt, ist leicht 
so einzusehen. Für ein Ebenenpaar verschwinden alle ersten Unterdeter- 
minanten seiner Determinante (und umgekehrt sind dies für eine i^ die 

nothwendigen und hinreichenden Bedingungen , dass sie ein Ebenen- 
paar wird). 

Diese Unterdeterminanten sind aber für den Fall einer eine cubische 
Curve stützenden F identisch mit den Kernen der Matrix der pg. 216. 

Dann aber ist, wie damals gezeigt wurde, die Form, die die sechs Schnitt- 
punkte von Fläche und Curve darstellt, als Summe von zwei sechsten 
Potenzen darstellbar. Mithin muss auch jedem Ebenenpaar des Gebüsches 

(5) ein Doppelpunkt der R^ entsprechen. Deren giebt es aber nur zehu. 
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jurveii gehenden Ebeoenpaaren harmonisch 
ind." 

Die Wichtigkeit des Satzes Q tritt aber erat durch seine 
Jmkehning hervor (die gleichfalls schon Eej'e"*' behandelt hat), 
adem man von einem beliebigen F lache ngehUsch zweiter 
)rdnuug ausgebt. Wir verfahren hier so. 

FUr eine cubische Curve sind es drei Bedingungen, damit 
ie auf einer F^ ruht: mithin zwölf Bedingungen, sofern sie 
uf einem ganzen Gebüsch von F^ ruhen soll. 

Gäbe es trotzdem im Allgemeinen keine Curve dieser Art, 
milasteo es ihrer, wenn eine existirt, unendlich viele geben. 
Sxiatirt aber eine, so giebt es nach Obigem weder eine u n- 
ndliche Anzahl, noch mehr als eine einzige zweite, 
eren mit der ersten gemeinsame Axen die Geraden der zehn 
^benenpaure des Gebüsches sind. 

„Beides folgtdaraus, dass man «ecAs solcher 
ehn Axen beliebig wählen darf." Denn dann giebt 
s, Tvie wir wissen, nur fünf weitere Curven, die diese sechs 
Lxen ebenfalls zu solchen haben , und unter diesen nur eine, 
llr die auch die vier weiteren Axen solche sind. q. e. d. 
)ieB ist die Reye'sche*) TJmkehrung von Q ; 

^g) „Es giebt zwei cubische Kaumcurven, die 
uf einem Flächengebüsch zweiter Ordnung 
uhen. Ihre gemeinsamen zehn Axen sind die 
Tanten der zehn Ebenenpaaro des Gebüsches." 

Daraus folgt dann wieder: 

*) [Die Saiie i;) !; J glaubte icb als neue gefunden an haben und 
abs sie in dieser Meinung auch in der knrzen Note Math. Anu. XXI 
g. 133 mitgetheilt. Herr Reye nar ao gütig, mich darauf aufmerkBam 
LI machen, dass sie sich bereits in eeiner Abhandlung Crelle's Journal 
:d. 62 pg. 78, 79 befanden, was meinem QedAchtuiBB entfallen war, da ich 
ieBon AllfBats schon vor mehreren Jahren gelesen hatte. 

Machtrl^liehe Bemerkung, Anrnng Februar 1883.] 
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^g) jjDie Sätze ß) bis e) gelten für beide cu- 

bische Curven (ij>, N^) ganz gleichmässig.^ 

Also ist z. B. jedes (in Bezog auf das Flächengebüsch) 
coujugirte Punktepaar der Fläche F^ ein Paar Gegenecken 

von zwei Polsechsflachen des Oebüsches^ von denen das eine 
der einen ^ das andere der andern cubischen Curve umbe- 
schrieben ist. 

Da man aus den sechs cubischen Curven^ die sechs be- 
liebige Raumgerade zu Axen haben^ 15 Paare bilden kann^ so 
gilt auch der Satz : 

^^ ^Nimmt mansechs beliebige Kaumgerade 

als Kanten von sechs (noch unbestimmten) Ebenen- 
paaren eines Flächengebüsches zweiter Ordnung; 
so giebt es fünfzehn solcher Gebüsche; denen 
fünfzehn Jacob i' sehe Flächen zugehören/^ 

Diese Betrachtung ist ähnlicher Natur wie die von Rosanes®^) 
angestellte; der von vier Kanten von vier *) bestimmten 
Ebenenpaaren ausgeht und daraus die sechs folgenden Kanten 
bestimmt. 

§. 32. 

Fortsetzung. Das Sclmittpunkttheorein der B\^ auf der 

cubisohen Curve studirt. 

195. Unser Flächengebüsch zweiter Ordnung (5) schneidet; 
wie wir wissen , aus der Normcurve N^ (d. h. der einen der 

beiden auf ihm ruhenden cubischen Curven ; auf die wir uns 
jetzt wieder beschränken) das ;;Sextupelgebüsch" : 



*) Diese Aufgabe kommt also wQgen Satz ^^) auf die andere hinaus; 

Eine cubische Raumcurve zu construiren, die vier gegebene Raum- 
gerade so zu Axen hat, dass das von je einer derselben an die Curve 
gehende Ebenenpaar immer einer bestimmten (Ebenen-) Involution (zweiten 
Grades) angehört. 

Solcher Curven giebt es dann nach Obigem zwei etc. 
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(10) L .:_ X^ a^ -\- \ b^ -\- X^ c^ + X, d^ (= 0) 
aus. Die dazu conjugirte Gruppe sei bezeichnet mit 

(11) M-,i^«j^4-,ipß^ + |i^Yx 
WO die pL, wie in (10) die X, variable Constanten sind. 

Zu jedem Sextupel M von Ebenen der Curve N^ gehört 

eine bestimmte Fläche zweiter Klasse O , die diese Ebenen 
mit Ng gemein hat und zugleich auf N^ ruht. Der ganzen 
Gruppe (11) gehört also eine Schaarschaar von Flächen <!> 
zu: sie heisse Mg. In gleicher Weise heisse unser Flächen- 
gebüsch das Gebüsch L^. Dann wissen wir nach Satz Nr. 128: 
7j) „Die auf der Curve N^ ruhende Schaar- 
schaarM^ruhtauch auf dem dieCurveN^ stützen- 
den Gebüsch L.^ und zwar besteht sie aus allen auf der 
Curve und zugleich auf dem Gebüsch L^ ruhen- 
den Og.'' „Und umgekehrt stützt das Gebüsch L^ 
die Schaarschaar M<j und zwar besteht es aus allen 
die Curve und die Schaarschaar M^ stützenden J?'^." 

„Dies ist das quaternäre Gegenstück zu dem 
binären Satze, dass die Gruppen LundMconju- 
girt sind." 

Nun bildet aber die Gruppe (10) „L" die Gruppe einer 

JB^, deren Schnittpunkttheorem durch 

(12) a^ = 0, ßg = , y^ = oder auch durch 

gegeben ist. 

Aus M geht aber nach pg. 199 die Gleichung der Schaar- 
schaar Mg in der Weise hervor, dass wir aus (12) zuerst die 
Gleichungen 

(13) a* =0, ß* = 0, y' = oder auch . 

M^ -^ Ml - |x^ 4 + pip f, -f |x^ Ta = 
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und aus ihnen sodann mittelst der Substitutionen : 

a a 

(14) pw, = 5,, pMi = — g, pwg = g, p«3 = — a^ 

die entsprechenden bilden: 

(15) M, _i M: -_7 v, k\ + liß B^ + ^^ Tl = 0. 

„Demnach stellt (15) die Schaarschaar M^ 

dar.« 

Solange es aber nur auf die Eigenschaften der .Gruppe 
(10) resp. ihres Schnittpunkttheorems (12) ankommt, benützen 
wir lieber die letztere Gleichung resp. die sie ersetzende (13) 
und übertragen das so Gewonnene auf die Schaarschaar Mg. 

o 

196. Eine R^ besitzt bekanntlich acht dreimal berührende 
Ebenen. 

» 

In der That müssen diese durch die gemeinsamen Werth- 
systerae a von (13) gegeben sein. Diese Gleichungen stellen 
aber ein die Ourve N« stützendes Flächennetz zweiter Ord- 

nuugilf^ dar: ihre 8 Grundpunkte die gewünschten Werth- 

systeme a. 

„Vermöge der Substitutionen (14) ist die Schaar- 
schaar Mgdie dem Netze Jf^im NuUcomplexe der 

Curve iVg conjugirte*).* 

x) ^Somit repräsentiren die acht Grund- 
ebenen**) der Schaarschaar M^, bezogen auf N^, die 

acht dreimal berührenden Ebenen der .Bg (10).*^ 

x^) jjDurch irgend vier***) (beliebig annehra- 



*) Denn die Substitution (13) ordnet jedem Punkte die durch ihn 
gehende Ebene des Nnllcomplexes von N zvl. * 

**) Die acht „Grnndebenen'^ einer Schaai'schaar von Flächen zweiter 
Klasee stehen den Grundpunkten eines Netzes von Flächen zweiter Ord- 
nung dualistisch gegenüber. 

***) Da di» Darstellungsformen der (auf die Normcurve N bezogenen) 
8 Grundebenen der Schaarschaar M diejenigen acht cubischen Formen 
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e) Gruiidebenen ist unaere gauise Configa- 
ion eindeutig beatimmt." 

, deren Qnadrtite sieb in der Gruppe L beßndeii, und swiBChen irgend 
Formet! die«er Gruppe stets eins linure Identität berTBcheo muss, 
|[ilt der interesuiDte Sati (über den noch allgemeineren Bati cf. 

my. 

„Irgend Tier cubieche (binSro) Formen bestimmen im 
gemeinen stets vier andere, sodass nicht nnrEwiichen 
:hen acht Formen selbst (wie bekannt), sondern auch 



In dieser Gestalt erkennt man sofort die Terallgsmeinerang de« 
Iren Satzes pg. 241: 

„Irgend drei quadratische Formen bealimmen im allgemi 
vierte, sodaas zwischen den (Quadraten der vier Formen e 
tilftt gilt. Solche vier Formen Btellen die Grandpunkte e 
ilaclinitt f stQtzenden Kegelschniltbüschels dar," 

Eb möge hier ein noch einfacherer Beweis dieses Satzes mitgetheilt 
en, der zugleich den Sinn der Identität klarer macht. 
Von den Grundpuakten (u =: 0, u = 0, u = 0, u = 0) eines 
Itienden Kegelscbnittbüschele waren drei beliebig annehmbar, der 
e eindeutig bestimmt. Die Punkte bildeten ein Polviereck von 7. 
T mnsa bekanntlich ip in der Form darstellbar sein; 

, = s i, „; = 0. 

Setzt man daher statt der u^ die qaadratischen Formen ein , die die 
den Punkten an o gehenden Tangenlenpaare darstellsn (d. h. aucbt 
die f mit sieb selbst gemeinsamen Tangenten), so mnis die Qleich- 
für f in die gewünschte XdentitSI übergehen, q. e. d. 
Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch einige besondere F&lle in'a 
I fassen, (.iegen drei der Punkte in gerader Linie g (d. h. verschwin- 

die Combi nant in Variante der zugebSrigen quadratischen Formen 
9 ), so zerfHUt das f stützende Böscbel in die Gerade g und das 
ilbflschel P^ der au 3 in Bezug anf f conjugirten Geraden. 
tJomit ist der Pol P^ von g der gesuchte Tiefte Funkt, und der 

bleibt vollkommen erbalten. 
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In der That giebt es nur eine einzige Schaarscbaar 
Mg, für die sie vier der (acht) Gnindebenen sind, und die auf der 

Curve N^ ruht. Damit ist aber auch das Gebüsch L» bestimmt. 

Statt der drei ersten 9 kann man dann irgend drei lineare Combi- 
nationen derselben wählen, ohne dasB die vierte Form 9^ eich Ändert. 

Fragen wir jetzt, wann der Satz nicht mehr gilt d. h. wann die 
vierte Form 9. unbestimmt wird, so kann dies nur eintreten,, wenn 

alle Kegelschnitte des durch die drei ersten Punkte {P^ P^ P^) bestimmten 
Netzes 9 stützen, im Speciellen also auch die drei Seitenpaare des Drei- 
ecKs .X ^ Q ^' 

Dann muss jede Seite zu jeder andern conjugirt sein (in Bezug 
auf 9) d. h. das Dreieck ein Poldreieck von o sein. Dann findet (in- 
dem man beweist wie oben) zwischen den Quadraten der drei 9 eine 

lineare Identität statt und umgekehrt bedingt dies die Existenz eines 
Poldreiecks. Dann bilden die Formen der zugehörigen /2^-Gruppe eine 

Involution auf derjenigen Geraden, die einfach gezählt die i?^ jetzt daratcllt. 

Nach Früherem (pg. 109) stellen die Ecken eines solchen Poldreiecks 
(von 9) die Covariante 6 einer biquadratischen Form / d. h. die Doppel- 
elemente der Involution / + A; 11=0 dar. Die sämmtlichen Kegel- 
schnitte, die aus 9 die Formen dieser Involution ausschneiden, sind alle 
diejenigen, die das Dreieck P P P zum Poldreieck haben. 

\ B O 

D]ß zur Involution f -\' k U conjugirte Gruppe stellt eine solche i2^ 

dar, deren Wendepunkte in den Doppelpunkten liegen. Dann giebt es 

noch eine oo^-Schaar von Wendekegelschnitten (cf. pg. 284) d. h. die 
quadratische Combinante Q der Gruppe (und damit der Involution) ver- 
schwindet identisch. Umgekehrt ist dies wieder die Bedingung eines Pol- 
dreiecks (9 9 9 ) , wie die Bildung von Q direkt zeigt. Die zur Invo- 

1 s 9 

lution f + k H gehörigen Curven F^ und H3 (cf. Nr. 147) fallen beide 

in unser Poldreieck. Man hat demnach als Resultat: 

„Der Satz über die lineare Identität der vier quadra- 
tischen Formen 9 9 9 9 versagt, wenn zwischen den 

•1 ^2 3 4 

Quadraten von dreien der 9 eine lineare Identität 

herrscht, d. h. wenn drei der 9^ einer Involution angehören 
und umgekehrt. Diese Involution ist dann von der Form 
f^JcH und die Combinante 8 das Product der drei 9, 
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197. Ferner besitzt , wie man weiss, eine JRl sechs vier- 

fache Sekanten (die auf der einzigen durch die Curve gehen- 
den Fläche dritter Ordnung eine halbe Doppelsechs bilden). 
D. h. algebraisch : 

X) jpInderGruppeL (10) giebt es sechs Involu- 
tionen (sechsten Grades), deren jede in ein 
festes Quadrupel und eine Involution zweiter 
Ordnung zerfällt.* 

Daraus folgt mit Anwendung der Sätze pg. 236 und 
pg. 237 anm. sofort: 

X^) jjln unserem Gebüsch L^ (das die Curve Nj 

stützt), giebt es sechs ausgezeichnete Büschel, 
die aus der Cur ve ^^ (j e vier festcPunkte abge- 
rechnet) eine Involution zweiter Ordnung aus- 
schneiden. 

Jede derselben besitzt ein Paar vonDoppel- 
dementen. 

Die fünf biquadratischen Involutionen, die 
diese sechsPaare zu Elemen tenpaaren besitzen, 
habenjede sechs Doppelelemente. 

Die fünf Sextupel werdenvon fünf Flächen 
des Gebüsches aus der Curve -N^ ausgeschnitten. 

Dies sind zugleich die fünf H^-Flächen des 

Gebüsches d. h. solche, denen (zweifach) unend- 



während das vierte f identisch yerschwindeti wie auch 
die quadratische Combinante Q der Involution. Das Pol- 
dreieck (6) stellt zugleich die dieser Involution zuge- 
hörige i^g-und Hj-Cnrve dar." 

Andrerseits hat dann die der Involution (auf der cubischen Curve 
betrachtet) zugehörige Fläche H^ die Eigenschaft, im Nullcomplex der 

Curve sich selbst conjugirt zu sein. 

Damit ist zugleich die früher aufgeworfene Frage nach der besondem 
Natur der Involutiop f -\~ k H erledigt. 
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lieh viele Tetraeder ein- und der Curve umbe- 
schrieben sind.^ 

Den letzten Satz von X^) können wir separatini so formuliren : 

Xg) „In irgend einem Flächengebüsch zweiten 

Grades giebt esje fünf H^ -Flächen der beiden auf 

ihm ruhenden cubischen Curve n/' 

Besonders beachtenswerth ist aber^ dass hier der Zusam- 
menhang zwischen der Theorie einer biquadratischen Involu- 
tion und der einer drei- (vier-) gliedrigen Gruppe sechsten 
Grades, der schon oben betont ist, klar hervortritt. Denn ver- 
möge der bekannten Abbildung der einen einer R^ einbe- 
schriebenen Fläche dritter Ordnung auf die Ebene (des Norra- 
kegelschnitts), die dem Satze X^ implicite zu Grunde liegt, 
erkennt mau, wie die obigen Raumsätze über die iJ' (und 

damit zweier cubischer Curven) sofort auf die Configuration 
der durch sechs Punkte einer Ebene gehenden H^^- Curven 

eines Kegelschnitts übertragen werden können. 

198. Welche Eigenschaft der Gruppe (11) entspricht der 
Eigenschaft X) der conjugirten Gruppe (10)? 

Die Antwort lautet: 

X^) jjEs giebt sechs Quadrupel (d. s. die des 

Satzes X) 8jj, 6^^, S^^, 5^^ (i = 1, . . 6) von der Art, dass 

die sechs zugehörigen In volutionen der Gruppe 
(11) die Form annehmen: 

(16) S, (a, + kb ) (X-8,,)-. 

1 

Dies sind umgekehrt die einzigen Involutionen 
der Gruppe (11), deren Formen als Summen je der- 
selben vier sechsten Potenzen darstellbar sind.* 

Erster Beweis. 
Wir gehen vom Satze X) aus. Eines der Quadrupel sei 
Sj S^ S^ S^, Dann ist die nothwendige und hinreichende Be- 
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dingung fiir seine Existenz, dass die drei Schnittpunkt- 
gleichungen : 

sich auf eine reduciren, d. h. genauer, dass es noch eine oo*- 
lineare Schaar (Involution) von Paaren X^ X^ giebt , die diese 
Gleichungen befriedigt. Nennen wir die nach den S polarisirten 
zweiten DifFerentialquotienten von a^ »A^^^, A^^, \2^> analog 
die von ß;^, y-^, so schreibt sich (17) auch so: 

IaA -4-aA -)-aA = 
00 «^ 1 Ol n^ 2 11 — 

fx A^ + XB^ +|i r^ =0 

oder auch (18») lx A^, -f X B,j -f- |i T,, =0 

[x A„ + ^B„ +|xr„ =0 

Dann muss es also auch ein oo - lineares System von 
Werthsystemen (x, X, (i) geben, die (18*) befriedigen. 

Aber diese Gleichungen (18») sind, wie wir wissen, die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sich die 
Form 

(19) /" = xal + Xßx + tirx 

als Summe von den vier sechsten Potenzen (X — 8j) dar- 
stellen lässt. 

Da es aber ein oo * -lineares System von Werthen (x, X, (t) 
giebt, so auch eine Involution von Formen (19) (d. h. der 
Gruppe 11), die die Form (16) annehmen. 

Genau in der umgekehrten Weise beweist man die Um- 
kehrung des Satzes. 

q. e. d. 
Zweiter Beweis. 
Zuerst verfahren wir wie oben. Für ein Quadrupel des 
Satzes X) (Sj 8^ S^ S^) müssen die drei Schnittpunktgleichungen 
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(12) a. = 0, ß. = 0, y. = 
wenn man für vier der sechs Elemente X^ . . . X^ die S ein- 
setzt; sich auf eine reduciren d. h. man mnss aus (12) drei 
solche Formen linear zusammensetzen können^ so^ dass zwei 
von ihnen für unsere Substitution identisch verschwinden. 
Man bezeichne mit (p(X) die Form 

(20) +(X) (X-X.) (X-X,) . . . (X-X,). 

Soll nun eine in den s^ lineare und ganze Funktion für 
irgend eine der Substitutionen S^ = X^ (4=1.. 6) ver- 
schwinden^ so ist sie bekanntlich mit ^(S^) identisch. 

Soll sie verschwinden für die Substitutionen S^ = X^., 
8j = Xj^' (k^k'z= 1, 2.. 6), so kann sie nur von der Form sein: 

K -WS.) + *, + (5,). 

So fahrt man fort. Soll sie endlich verschwinden , wenn 
man für irgend eines der X setzt 8^ : für irgend ein zweites §^ : 

ein drittes und viertes resp. 5^ S^, so ist sie nothwendig von 
der Form : 

(21) 5. HZ \ <KS,) + h^ <K5,) 4- K "KS,) + K «KSJ- 

Somit giebt es für jedes Quadrupel 8^ 8^^ 8^ 8^ des Satzes X) 

zwei (linear unabhängige) Formen der Gruppe (12) (und damit 
auch alle aus ihnen linear zusammensetzbaren); die die Gestalt 
(21) annehmen. 

Für Xj = X^ = . . . Xg gehen aber einerseits die Formen 

(12) in die zu (10) conjugirte Gruppe über, andrerseits die 
sämmtlichen Formen (21) in (16). 

q. e. d. 
In dieser Weise ist der Satz X^) eine Verallgemeinerung 

des Satzes pg. 293 : cf. den ganz allgemeinen Satz Kap. III^ für 
den der Beweis ganz analog ist; wie die beiden eben geführten. 



Zwischen den sechs Quadrupeln (8) findet ein einfacher 
Zusammenhang statt. 
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X^) Man kann irgend drei der sechs Quadrupel 

(§) beliebig annehmen: dann sind die drei übrigen 
eindeutig bestimmt. 

In der That, bei der schon öfters benutzten Abbildung 

(der durch die R^ gehenden F^ auf die Ebene) gehen die sechs 

Quadrupel (S) über in diejenigen , die die durch je fiinf von 
sechs Punkten gehenden Kegelschnitte aus einem festen (Norm-) 
Kegelschnitt ausschneiden. 

Nimmt man somit auf dem letzteren irgend drei Quadrupel 
aU; so hat man drei Kegelschnitte durch sie so zu legen, dass 
sie drei Punkte gemein haben. Solcher Punktetripel giebt 

es aber nur eines ^ das die Doppelpunkte einer JJ* repräsentirt, 

deren Gruppe sicli aus den drei gegebenen Quadrupeln linear 

zusammensetzt. 

q. e. d. 
199. Wenden wir diese Ergebnisse auf unsere aus Ge- 
büsch Lj und Schaarschaar M^ bestehende Figur an, so haben 

wir nur noch zu bemerken, dass die einer Form 5^ (21) ent- 
sprechende Fläche 5* = und damit auch die zugehörige 
Klassenfläche A^ = sich als Summe von vier zweiten 

a 

Potenzen darstellen lässt, die = gesetzt , die Gleichungen 
der vier Ebenen 5j resp. der vier Punkte 5j der Normcurve 

(Ng, JVg) sind. Dann gilt mithin nach Obigem der Satz: 

Xg) jjDie sechs der Curve einbeschriebenen 
Tetraeder des Satzes Xj) (die zugleich den ge- 
meinsamen Grundcurven (vierter Ordnung) von 
sechs Büscheln d es Gebüsches L^ einbeschrieben 

sind), sind zugleich Polvierflache von sechs Schaaren 
der Schaarschaar M^. 

Drei dieser Tetraeder kann man der Curve 
beliebig einbeschreiben, dann ist unsere ganze 
Configuration dadurch eindeutig bestimmt.^ 
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Ganz analog dem Satze X^) (und seinen Beweisen) spricht 
(und beweist) man folgende Sätze über die conjugirten Gruppen 
M, L der Rl und Rl aus : 

' 6 6 

(i) I. ^Jede FormderGruppeM istaufoo^ Arten 
als Summe von vier sechsten Potenzen darstell- 
bar. Die diese Darstellung leistenden Quadrupel 
sind die sämmtlichen Elementenquadrupel der 
Gruppe L und zwar gehört zu jedem solchen Qua- 
drupel nur eine Form M und eine FormL.* 

II. ^Es giebt Qo ^ Formen derGruppeM, die als 
Summen von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die bezüglichen Elemententripel entsprechen 

den dreifachen Sekanten der iZ* d. h. denjenigen 

Involutionen der Gruppe L, die einen festen cu- 
bischen Factor haben. 

Jedem solchen Tripel entspricht eine solche 
Involution der Gruppe L und eine bestimmte 
Form der GruppeM." 

IIL jjEs giebtoo* Formen der Gruppe L, die 
als Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die bezüglichen Elemententripel sind die 
sämmtlichen Elemententripel der Gruppe M. Dieser 
letztere Satz ist nur der algebraische Ausdruck 
für dieExistenz der Fläche -F^, der Jacobi'scheu 

des Gebüsches L^.** etc. 

Diese Sätze sind wieder ohne Weiteres in ihre geometrische 
Form zu kleiden z. B. Satz U. und I: 

(ill) ^Die Ebenen der in derSchaarschaarM^ 

befindlichen Kegelschnitte umhüllen bekannt- 
lich eine Curve sechster Klasse*). Irgend eine 

*) Diese ist also ein- eindeutig abgebildet auf die Corve viei*ter Klasse 
B (M) =3 0, die aus der ^ (11) diejenigen Bextupel ausschneidet, für 
W. Fr. H e y • r , ApolarlUlt 22 
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Schmieg ungsebe 11 e derselben trifft die Curve N^ 

in drei Punkten, durch die ein Büschel des Ge- 
büsches L^ geht und umg. Speciell ist diese Curve 

also den sechs Tetraedern des Satzes (X^) einbe- 
schrieben.* *) 

{1 I) ^Geht durch vier Punkte der Curve N^ 

eine Fläche des Gebüsches L^, so ist ihr Tetraeder 

Polvierflach einer bestimmten Fläche der Schaar- 
schaar M^ und umg.'' etc. 

Die weiteren zahlreichen Anwendungen der iZ*- und JB*- 
Gruppen auf unser Flächengebüsch L^ seien dem Leser über- 
lassen. Statt der Curve N^ kann man natürlich immer auch 
die zweite auf L, ruhende cubische Curve substituiren. 

Desgleichen mag auf die Untersuchung der vielen spe- 
ciellen Arten von Jacobi'schen Flächen eines Flächengebüsches 
zweiter Ordnung verzichtet werden. Besonders treten hervor 
einmal das Gebüsch mit sechs geraeinsamen Grundpunkten, 
von dem man zur Hierholzer'schen^j **) Fläche gelangt, und 



welche die I n v a r i a n t e J^ (cf. Nr. 187) verschwindet. (Dualistisch gesprochen) 
kann man demnach die bekannte Hesse^sche Abbildung der Kegelspitzen- 
curve eines Flächennetzes zweiter Ordnung auf eine ebene allgemeine. Curve 

vierter Ordnung noch auf co ^ Weise so vollziehen, dass die letsstere Curve 

eine „Curve jB" wird, da es noch oo^ cubische Curven giebt, die auf einem 
/^g-Netz ruhen. 

*) Irgend dreien dieser Tetraeder kann man nach Satz pg. 221 eine be- 
stimmte Fläche zweiter Klasse einbeschreiben. Dann sind die zwölf Ebenen 
der drei Tetraeder gerade diejenigen, die sie mit der Curve sechster Klasse 
gemein bat. 

**) Haben die Flächen des Gebüsches (5) einen Punkt (Xj X^ X^) ge- 
mein, so sind andrerseits dies die Argumente einer >lreifachen Tangente 
der M^. Also ist das ebene Bild der Hierholzer^sohen Fläche eine ^ 

mit sechs drüifachen Tangenten, die 18 von den 24 Doppeltangonten der 
Curve absorbiren. 
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zweitens das Gebügch der erstisn Polaren einer Fläche dritter 
Ordnung, dessen Jacobi'sche Fläche mit ihrer Steiner'schen 
Kernfläche identisch ist. Nur der letzteren sei ein specieller 
Excurs gewidmet. 

Dagegen möge noch Einiges. über die Bestimmungsarten 
einer biquadratischen Involution, sowie ihre Erzeugung auf der 
cubischen Raumcurve am Schlüsse unseres zweiten (Haupt-) 
Capitels Platz finden, um so die Theorie dieser Involution in 
gewisser Richtung abzuschliessen. 

Excurs. 200. Wir behandeln hier die Grundlage einer 
Apolaritätstheorie der allgemeinen Fläche dritter Ordnung und 
ihrer Steiner'echen (Kern-)fläche. 

Gehen wir vorerst von der Fläche dritter Ordnung aus. 
Diese ist bekanntlich nach Sylvester als Summe von fünf Guben 
darstellbar (und nur in einer Weise): 

(1) F - S*j k\ = (i = 1, 2, 3, 4, 5). 

Dabei sind die Ebenen A. = die des „Pentaeders" der 

Fläche, dessen 10 Kanten auf der Steiner^schen Fläche von F 
(der Jacobi'schen ihres Polarengebüsches), deren Gleichung 
von der Gestalt ist: 

(2) S^I^l =0 
A. 

liegen. W^ir wählen irgend eine der (ao *) Schaar von den dem 
Pentaeder einbeschriebenen cubischen Curven zur Normcurve 
Ng. Die Argumente der fünf Ebenen seien a^. Dann kann 

man setzen: 

(3) A, - ^3 — s^ a^ + 5, af — ^o «?• 
Dann ergiebt sich : 

(4)||^ F =(-l)'SÄ;,Afa;(r = 0,l,2,3) 

r 

und die Bedingung für ein in Bezug auf JP^. = conjugirtes 

Punktepaar (a, x) lautet: 

22* 
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(5) S Ä, a\ A, (o) A, (t) = 0. 

Gehen von den Punkten a, t resp. die Ebenen (X^, X^, \^ 
(X^, Xy., Xg) an Ng und setzt man 

(6) (KX) - {X-\) {\-\) .... (X-X,) 
so ist die Form (5) identisch mit: 

(5) S Ä;, af 4»(a,) = 0. 

i 

Andererseits bestimmen wir die Schnittpunkte der Fläche 
F und ihres Polarengebtisches mit der Curve N^, Es schneidet 

F die Curve in den neun Punkten: 

(6) /■ EI S ä;, (X-a/ = 
und ihr Polarengeblisch in dem Sextupelgebtisch der Gruppe : 

(7) /; S \ aj (X-a,)« = (r = 0, 1, 2, 3). 

I. ^Die Gruppe (7) ist keine andere als die der 
dritten Polaren der Form (6). Aus ihnen geht 
durch Polarisation nach sechs Elementen X die 
Gruppe (5) hervor. Diese ist das Schnittpunkttheorem 

einer -Bg mit dem fünffachen Punkt (a^, a^, a^ a^, a^). 

Daher stützt eine Fläche dritter Ordnung J?' j ede 
ihrem Pentaeder einbeschriebene cu bis che Raum- 
curve und umgekehrt ruht eine gegebene cu- 

bische Curve aufder ganzen (qo* linearen) Seh aar 
von Flächen dritter Ordnung (1), die ein gege- 
benes der Curve umschriebenes Pentaeder zu 
ihrem j^P entaeder* hab en. Die zehn Kanten des 

Pentaeders sind die gemeinsamen Axen aller (oo*) 
ihm einbeschriebenen cubischen Curven. Durch 

diese zehn Geraden geht noch eine oo* lineare 
Seh aar von Flächen vierter Ordnung Sj von denen 
jede die Steiner'sche Fläche einer bestimmten 
der Flächen F ist.^ 
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Dies fliesst unmittelbar aus den Entwicklungen der letzten 
Nummern. 

Eine weit grössere Wichtigkeit hat aber die 
ümkehrung unseres Verfahrens, indem man von 

einer i2^ mit fünffachem Punkt (a^) ausgeht. Da ein solcher 

drei Bedingungen erheischt, so kann das Schnittpunkttheorem 
dann nur noch von 12 — 3 = 9 Conatanten abhängen , also 
ausser den a noch von vier. 

In der That, verfahrt man wie in Nr. 198, so gelangt man 
zu folgender Form des Schnittpunkttheorems: 

(8) S ttj (Ka^) = 2 6, 4;(ä.) = lic.^{a;) = Sd,(|;(aj) = 

mithin die Gruppe ihrer Schnittpunktformen : 

(9) S a^ (X-a/, S 6, {X-af, S c^ (X-a/, S c\ {X-af. 

II. „Diese Gruppe (9) ist die Gruppe der dritten 
Polaren einer bestimmten Form neunten Grades 

(6) f -. S Ä. (k-af ~ kl 

Enthält daher eine dreigliedrige Gruppe 
sechster Ordnung eine Involution mit einem 
festen Faktor fünfter Ordnung, so ist die con- 
jugirte Gruppe durch die nach drei variabeln 
Constanten Ia^j pt^, {i^ polarisirte Form einer be- 
stimmten Form neunten Grades (6): 

dargestellt* 

Wir haben nun den ersten Theil des Satzes zu beweisen, 
da der zweite nur der daraus folgende algebraische Ausdruck 



der Existenz des fünffachen Punktes der R^ ist. v 



>2 



Die Gruppe (9) hängt ausser von den a nur von den (vier- 
reihigen) Determinanten derCoefficienten «j, b^, Cj, d^ ab. Diese 

seien mitjff^^ bezeichnet. Sollen diese identisch sein mit den be- 
züglichen Determinanten der Gruppe (7), so ergeben sich die 
Bedingungen: 
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(10) p JSTj = y- (p ist ein beliebiger Faktor). 

Diibci sind die D^ die DifFerenzenprodukte derjenigen 

vier a, die den Index i nicht aufweisen. 

Setzt man also voraus^ dass weder eines der K noch eines 
der k verschwinden darf, so bestimmen die Grössen der einen 
Art eindeutig die der andern und umgekehrt, q. e. d. 

Dann ist aber auch das Gebüsch (4) und damit die Fläche 
I^ eindeutig bestimmt, deren Steiner'sche Fläche (2) die F - 
Fläche der R\ wird, wo die Coefficienten Ä.' mit den K^ in (10) 

identisch sind. 

III. „Bekanntlich ist aber eine allgemeine binäre 
Form f neunten Grades stets und zwar nur auf 
eine Weise als Summe von f.tinfneunten Potenzen 

{(X — a.)^} darstellbar. Dabei sind die a^ die Wurzeln 

ihrer (Sylvester 'sehen) Canonizante. 

Andererseits geht durch irgend neunPunkte 
einer cubischen Curve (N^ stets aur eine Fläche 

dritter Ordnung jP, die die Curve stützt." 

In der That überzeugt man sich sofort, dass die letztere 
Eigenschaft einer Fläche dritter Ordnung zehn (in den Coeffi- 
cienten lineare) Bedingungen erfordert und wir wissen zugleich 
aus Früherem , dass wenn die neun gegebenen Punkte durch 

eine Form a^ = dargestellt sind, die zugehörige Fläche keine 

andere ist als 

Und genau wie in Nr. 137 folgt dann die Reihe von Sätzen: 
IV. „Die zur Gruppe der 0'~, 1*"", 2**", 3*"", 4*^ 
Polaren von f apolare Gruppe stellt res p. die oo®, 
00^, Qo*, oo *,(»** (lineare) Schaar der der Curve um- 
schriebenen Polneun-acht- sie ben-sechs-fünf flache 
der Fläche dritter Ordnung F (11) dar. 
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Im letzten Fall giebt es nur ein PolfünffJLsKrJ*-)' 
„das Pentaeder** von F.^ 

Speciell mit ßücksicht auf das letztere folgt dann aus der 
Art der obigen Umformung unserer Formeln der merkwürdige 
Satz : 

V. jjDie Sylvester'scheCanonization der qua- 
ternären (ganzen) Form dritten Grades (d. h. ihre 
Darstellung als Summe von fünf Guben) ist voll- 
kommen identisch mit der Sylvester'schen Canoni- 
zation der binären Formen neunten Grades (d. h. 
ihrer Darstellung als Summe von fünf neunten 
Potenzen).** 

Denn dass die erstere Darstellung auch auf unserem Wege 
sich nur als eine einzige ergiebt, folgt indirekt sofort. Denn 
im andern Falle wäre auch die zweite Darstellung eine mehr- 
deutige, was, wie auch aus dem Satze IV. hervorgeht, unmög- 
lich ist. 

Dies mag genügen, um die Bedeutung des Apolaritäts- 
standpunktes auch für die Flächen dritter Ordnung erkennen 
zu lassen. Die mancherlei weiteren neuen Eigenschaften, die 

aus der Übertragung der i2g- Sätze auf diese Flächen resultiren, 

mögen unberücksichtigt bleiben. 

201. Wir haben uns die Involution ursprünglich durch 
zwei Quadrupel gegeben gedacht, d. h. wir nahmen zwei der 
Curve Nj (<p) umschriebene Tetraeder an , die dann nebst noch 

unendlich vielen andern einer bestimmten Hurwitz'schen H^- 

Curve einbeschrieben waren. 

Diese Involutionsquadrupel sind leicht durch ein Flächen- 
büschel auszuschneiden. Man nehme eine beliebige Baum- 
ebene an. Diese trifft die beiden N. umschriebenen Tetraeder 

9 

in je vier Geraden. Dann giebt es je einen Kegelschnitt, der 
die vier Geraden und die eine in der Ebene liegende Curvenaxe 
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'HMcüI^rt. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen dann eine 
Seh aar. 






Vj) „Jeder Kegelschnitt dieser Scbaar wird 

(ausser von zwei festen) von vier beweglichen 
Curvenebenen berührt. Diese bestimmen die 
Quadrupel der Involution" (u. dual.). 

In der That bestimmen die zwei Kegelschnitte (die selbst 
in der angenommenen Ebene durch die zwei Ebenenquadrupel 
von Ng bestimmt sind) ihre Schaar gerade so , wie diese Qua- 
drupel ihre Involution, q. e. d. 

Man erhält aber eine noch einfachere Construktion , wenn 
jnan die Involution durch drei ihrer Elemententripel bestimmt 
sein lässt. 

Es gilt nemlich der Satz: 

Vg) „Durch irgend drei Raumpunkte P^P^P^^ geht 

eine einzige H^^-Curve einer gegebenen cubischen 

Curve 9. Die 9 um- und ihr einbeschriebenen Tetra- 
eder erhält man so. 

Man verbinde die drei gegebenen Punkte durch 
Geraden PjPjJPjj: die in ihrerEbene liegende Axe 

(von cp) sei a, ihre Ebenen an (p a^; a^- 

Dann bilden die Quadrupel von Ebenen von cp, 
die (ausser den festen Ebenen a^, a^) die Kegel- 
schnitte der dem Vierseit p^p^p^a einbeschriebenen 

Schaar berühren, die gewünschten Involutions- 
tetraeder^ (u. dual). 

Der Beweis ist dem vorigen ähnlich. Jeder Kegelschnitt 
der Schaar wird von sechs Ebenen der Curve (p berührt, von 
denen aber zwei immer die festen Ebenen a^ a^ sind. 

In der Schaar existiren drei zerfallende Kegelschnitte, 
die drei Paar Gegenecken des Vierscits (a p^ p^ p^). Jedes 



Die Reye*8che Apolar itAt und die Normcnrven. 



345 



Paar besteht ans einem Punkte P. und dem Schnittpunkt von 
a und |>j. 

Mithin sind die von den Punkten P^ an (p gehenden 

Ebenentripel in der That Elemententripel der Involution. Und 
die ein solches Tripel (Pj) zum Quadrupel der Involution er- 
gänzende vierte Ebene von 9 ist die dritte (ausser a^, a^) vom 
Punkte (a p^ au 9 gehende Ebene. q. e. d, 

202. Diese Bestimmungsart der Involution ist aber nur 
ein weiterer besonderer Fall : alle überhaupt möglichen 
Fälle sind mit den zugehörigen Anzahlen von Involutionen in 
folgender Tabelle enthalten, wo die Paare, Tripel etc. die 
gegebenen Elementenpaare, -Tripel etc. der Involution bedeuten : 



(22) 



Anzahl Paare Tripel 

1 


Qua- 
drupel 


5 6 




3 4 1 




1 3 

2 2 2 


1 

■ 


11 1 


1 


1 1 3 

! 1 





/ 



1 



Dabei unterliegen die Anzahlen m^ der Paare, m^ der 
Tripel, m^ der Quadrupel offenbar der Bedingung : 

(23) m^ -[- 2 m^ + 3 ^3 = 6 *). 
Die Fälle, in denen kein Quadrupel auftritt, leiten sich 



*) Genau dieselbe Bedingung galt für m^ Sechs- Wg Fünf- m^ Vier- 
flache, die einer ciibischeu Curve iimbeschriehen waren, wenn sie Pol- 
vielflache einer (dann beBtlmmten) die Curye stützenden F^ sein sollten. 



346 ^io Reye^Bohe Apolarit&t und die Normcurven. 

ohne Weiteres aus dem ersten ab . indem man als Bild die R^ 

zu Grunde legt und immer drei Doppelpunkte (was man sich 
durch einen continuirlichen *) Process vorstellen kann) durch 
einen dreifachen Punkt ersetzt. 

Die Fälle mit Quadrupel leiten sich aus dem Verfahren 
des Beweises zu den Sätzen v) mit Leichtigkeit ab. 

Für den zweiten und vierten Fall gilt dann noch als 
Modification des Hauptsatzes (pg. 247): 

Tc) jjl. Die drei Involutionen mit gemein- 
samen 4 Paaren und 1 Tripel haben noch zu je 
zweien zwei weitere Paare miteinander gemein 
nachdem Schema 

2. 9i Ta 9»! ?82 



3. , Ti ?2 Tsi Ts» 
zusammen also 3. 2 weitere Paare**). 

II. Die zwei Involutionen mit gemeinsamen 
2Paaren und2 Tripeln haben noch ein einziges 
weiteres El emeutenpaar gemein.^ 

Die Modification en, die die Fläche F^ dadurch erhält, sind 

leicht angebbar und mögen unterlassen werden. 



*) Der umgekehrte Weg ist leichter zu erkennen.- Eine Bg mit drei 
dreifachen Punkten ist dargestellt durch : 
(px^ == (X-p^) (X-p,) (X-ßg) (X-Yi) (^-T«) a-Ta) = ?o 
parj = (X-Oj) (X-Og) (X-äj) (X— y^) (X— y^) (X— yg) = ^^ 
\px^ = (X-a,) (X-ag) (X-l«3) (X-ß^) (X-ß^) (X-ßg) = 9, 

Setzt man nun etwa succ. in 9^ für ßgi (ßg + gg): f^r T3 (Y3 + ^3^ 
und in 9 für a : (a -f* ^ )f ^^ ^^^ ^ beliebig kleine Grössen sind, so 
lösen sich die drei dreifachen Punkte succ. in je drei Doppelpunkte auf. 

**) Für eine solche i?g reduciren sich die vier T - Processe Tj 
(cf. pg. 246) auf einen, durch den nur die 9 in die 7 übergehen und 

umgekehrt. 
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Desgleichen unterbleibe die Uebertragung aller für die 
cubischen Raumcurven gewonnenen Sätze auf die Theorie der 
ebenen Curven dritter Ordnung, wie sie in §. 26 prinzipiell 
erörtert wurde, da im Wesentlichen keine neuen Resultate 
dabei erscheinen würden. 

Damit ist die systematische Vorarbeit dieses Capitels, die 
eine künftige Darstellung der Verknüpfung der Apolaritäts- 
verhältnisse in Räumen von beliebig hohen Dimensionen er- 
möglichen sollte , prinzipiell *) durchgeführt und es sollen im 
folgenden dritten Capitel nur noch die Grundlinien dieser 
künftigen in sehr allgemeinen Sätzen sich ergehenden Theorie 
angedeutet werden , indem eine Anzahl der wichtigsten 
Verallgemeinerungen der in diesem Werke untersuchten Be- 
ziehungen (zum Theil ganz ohne Beweis , um nicht zu weit 
auszuholen) formuHrt werden soll , wenigstens mit Angabe der 
in diesem Werke an der betr. Stelle angewandten ganz ana- 
logen Methoden. 



*) Es ist keine Frage, dass Bich im Einzelnen noch viele Lücken be- 
finden. So z. B. ist die Invarianten theo ric der binUren Form sechsten 
Grades erst zum kleinsten Theile verwerthet: so ist von der Äusserst 
wichtigen Frage (von der nur ein besonderer Fall pg. 330 Anra. unter- 
sucht ist), wann eine biquadratisohe Involntion durch sechs Elementen- 
paare (oder überhaupt durch sechs Bedingungen) noch nicht bestimmt 
. ist, d. h. es ihrer noch unendlich viele giebt wie z. B. wenn die 
sechs gegebenen Elementenpaare die Argumentenpaare der Doppelpunkte 

einer S^ sind, Umgang genommen. 

Dass die Theorie der ^ und i2~ zusammenfällt mit der Betrachtung 

der drei- und viergliedrigen Gruppen sechster Ordnung auf der Norm- 
curve sechster Ordnung (im Räume von sechs Dimensionen), ans 
der durch geeignete Projektion in den gewöhnlichen Kaum und die Ebene 

(ganz wie in Nr. 110, 111) die Bq und ü?g entstehen, braucht wohl nur 

angegeben zu werden. 
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Oapitel III. 
Verallgemeinerimgen. 

§.33. 

Der Satz über die linearen Identitäten zwischen den gleich 

hohen Potenzen binärer Formen. 

203. Dieses Capitel möge als ein Anhang betrachtet 
werden, der sich zur Aufgabe setzt, einige Ausdehnungen 
von im zweiten Capitel gegebenen Entwicklungen darzulegen 
und damit zugleich die Ziele zu bezeichnen, wie sie in einer 
„allgemeinen Apolaritätstheorie der Normcurven*, 
die ich später herauszugeben gedenke, verwirklicht werden 
sollen. Es stellt sich dabei immer mehr als leitendes Princip 
heraus, eine oder mehrere algebraische Formen in vorge- 
schriebene canonische Formen (Potenzensummen etc.) zu 
bringen. 

Die geometrischen Ausdrücke aus der Theorie der Bäume 
von d Dimensionen (spec. Apolaritätsausdrücke) sind nach den 
früheren Definitionen so einfach zu verstehen , dass sie kaum 
erläutert zu werden brauchen. So z. B. trägt (stützt) in einem 

solchen Baume eine Fläche w**"^ Ordnung F (a° = 0) eine 

(Norm-)Curve ä^ Ordnung (und Classe) (pa?j = m^ X*, i=0,l,...d) 

wenn sie alle der Curve umschriebenen Flächen zweiter 

Classe {u^ = 0) stützt, und dies ist wieder der Fall , wenn die 

letzteren auf allen Polarflächen zweiter Ordnung der Fläche 
F (d. h. den Flächen a« = 0) ruhen (d. h. ihre 

bilinearen Invarianten verschwinden), etc. etc. 

Die erste Erweiterung erfahre der Potenzen - Satz der 
pg. 330. Sie lautet zunächst : 

a) „Durch „d-f-l" binäre Formen dt^ Ordnung 
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sind stets (im Allgemeinen) 2* — (ö!+l) = 8 weitere 
solche Formen in eindeutiger Weise bestimmt 
von der Art, dass nicht nur zwischenden sämmt- 

lichen 2^ Formen (wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren ^wadra^ew 5 lineare Identitäten 
stattfinden." 

Oder in geometrischer Redeweise : 

a^) „Durch „d+1" Punkte im Räume von d Dimen- 
sionen sind stets (im Allgemeinen) 2 — (d-f-l) = 8 
weitere (in eindeutiger Weise) bestimmt, die mit 

den ersteren die Grundpunkte einer oo~"^ linearen 
Schaar von Flächen zweiter Ordnungl^g bilden, 

die alle eine gegebene Curve d*®' Ordnung (von 
nicht speciell er Natur) stützen." 

^Beziehtman diePunkte auf diese Curve als 
Normcurve (des bezüglichen Raumes), so ist 

j eder durch eine binäre Form öf*®' Ordnung darge- 
stellt. Dann sind die Darstellungsformen der 
jjd -f- 1^ resp. der 6 weiteren Punkte gerade die 
Formen des Satzes a)." 

Der Beweis flihrt sich genau wie dort. 

Dass nicht etwa schon zwischen den Quadraten der be- 
liebig gegebenen „d -f- 1" Formen lineare Identitäten statt- 
finden , sieht man am besten aus der geometrischen Auffassung, 
da sonst durch die gegebenen d-f-l Punkte eine höhere als 

00 "^ Schaar von F^ der verlangten Art gehen müsste, was un- 
möglich ist. 

204. Fragt man in analoger Weise nach dem ent- 
sprechenden noch allgemeineren Satze für die Identitäten 

zwischen den p^^ Potenzen binärer Formen, so ergiebt sich als 
Antwort*): . 



*) Dies sind dann auch oflfenbar alle linearen Identitäten zwischen 
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ß) „Durch beliebig gegebene y^pd — {d — 1)" 

binäre Formen d*®' Ordnung sind stets (im All- 
gemeinen) p^ — {pd — (d — 1)} = 

(p-lf {1 p*-* + 2 /-« + 3 i, •'-* + . . . (d-l) p'] = S 
weitere solche Formen in eindeutiger Weise und 

der Art bestimmt, dass zwischen den p**" Potenzen 

der sämmtlichen p* Formen S lineare Identitäten 
herrsch en." 

Oder geometrisch: 

ßj) „Durch beliebig gegebene „pd — (d — 1)'' 

Punkte im Baume von d Dimensionen sind stets 
(im Allgemeinen) 8 weitere (in eindeutiger Weise) 
bestimmt, die mit den ersteren die Grundpunkte 

einer oo^^Minearen Schaar von Flächen p*" Ord- 
nung!^ bilden, die alle eine gegebene Curve d***^ 

Ordnung (die nur nichtvon spezieller Natur sein 
darf) stützen. Die Darstellungsformen der 
yjpd — {d — 1)" res p. der 8 weiteren Punkte sind 
gerade die des Satzes ß)/^ 

Auch hier ist die Beweismethode eine der damals ent- 
wickelten ganz analoge : sie möge jedoch an einem einfachen 
Beispiel recapitnlirt werden. Es sei d = 2, ^ =i 3, also 

^d — (d — 1) = 5, 8 =/ — 5 = 9 — . 5 = 4. 

Demnach seien gegeben irgend fünf quadratische binäre 
Formen : 

(1) 9ü 9i> ^2^ 9s? V4; 
dann bilden ihre Guben eine fünfgliedrige Gruppe sechsten 
Grades. Statt dieser substituiren wir vorerst eine ganz all- 



^ten Potenzen binärer Formen, die es im Allgemeinen überhaupt 
giebt, d. h. solange den Formen keine speciellen Bedingungen auferlegt 
werden. 
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gemeine solche Gruppe (einer iZ*) , die aus den Formen 

sechsten Grades 

\r) Xo' Xi> Xj; Xs» X4 
linear constituirt sei. Eine Form sechsten Grades gehört dann 
der Gruppe (2) an, wenn ihre Wurzeln (X^ X^ . . . X^) dem 

Schnittpunkttheorem der R^ (2) : 

(3)a =0, 6, = 
gentigen. Nun erhält man die in der Gruppe*(2) enthaltenen 
vollständigen Guben *) , wenn man in (3) je drei und drei der 
X gleichsetzt : 

(4) Xj = X^ = X3 = |i^; X^ = X5 = Xg = tt2. 

Dadurch gehen die Formen (3) über in : 
(5) al = 0, bl = 0, oder a^l ^l = 0, 6jxJ jx« = 0, wo 

(6) ~J- = 1^1 + ^^ / = 1^1 ^ 

und die Gleichungen (5) ein Büschel von Gurven dritter Ord- 
nung (in irgend einer Ebene) darstellen , die alle einen Norm- 
kegelschnitt der Ebene stützen. 

Die Grundpunkte des Büschels (5) , auf den Normkegel- 
schnitt bezogen, stellen die neun quadratischen Formen dar, 
deren Guben der Gruppe (2) angehören. Diese ist aus irgend 
fünf der neun Guben zusammensetzbar, dann besteht zwischen 
ihnen und jedem der vier weiteren Guben eine lineare Identität, 
mithin zwischen den neun Guben vier solche Identitäten. 

Umgekehrt nehme man als die ersteren fünf Guben 
diejenigen der fünf beliebigen Formen (1) : dann sind durch 
sie die vier weiteren eindeutig bestimmt. 

Würde aber schon zwischen den Guben der Formen (1) 
eine (resp. mehrere) lineare Identitäten herrschen , so erhielte 



*) D. h. also diejenigen Lineargebilde a = 0, die die B^ an zwei 
Stellen oscnlireu. 
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man in diesem Falle statt der zwei Schnittpunktgleichungen 
(3) drei resp. mehrere, sodass die bez. Curven dritter Ordnung 
(5) mindestens ein Netz bilden würden. Da es aber nur ein 
Büschel von solchen geben kann , die durch fünf beliebige 
Punkte der Ebene gehen und einen Kegelschnitt stützen, so 
ist die gemachte Annahme unmöglich, und der Beweis voll- 
ständig erbracht *). 

Irgend ein gemeinsames Poldreieck des Curvenbüschela 
dritter Ordnung (5) stellt (auf den Normkegelschnitt bezogen) 



*) Die linearen Identit&ten zwischen den neun quadratiBchen Dar- 
stellangsformen der Qrnndpuakte des Gurvenbüschels dritter Ordnung (5) 
sagen unmittelbar noch eine andere Eigenschaft dieser Punkte aus. 

Greift man nemlich irgend sechs derselben heraus (deren Gleichungen 
r7| s= seien) , so ist die oo^ Schaar von Curven dritter Klasse Xg, für 
die die Punkte ein Polsechseck bilden, dargestellt durch : 

S ifej üf = 
und die ihr mit dem Normkegelschnitt N^j gemeinsame Tangentenschaar 
durch : 

2 i, ff = 

wo die 9 die bezüglichen Darstellungsformen der sechs Punkte sind. 
Da aber zwischen je sechs unserer neun Darstellungsformen eine be- 
stimmte lineare Identit&t stattfindet, so gilt: 

,,Wenn ein Kegelschnitt auf einem Gurvo n büschel 
dritter Ordnung ruht, so gehört zu je sechs der neun 
Büschelgrundpunkte immer ein bestimmter Punkt der 
Ebene, der mit dem Kegelschnitt eine solcheCurve dritter 
Klasse bildet, dass die sechs Punkte ein Polsechseck der- 
selben bilden.'' 

Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass für ein beliebig gegebenes 
Curvenbüschel dritter Ordnung kein auf ihm ruhender Kegelschnitt 
existirt, sondern dass eine bestimmte Combinante (dritten Grades) des 
Büschels verschwinden muss, wenn dies eintreten soll. 

Der eben angegebene Satz ist ohne Weiteres auch für den allge- 
meinsten Fall des Satzes ß (ß|) auszusprechen, was dem Leser fiber- 
lassen bleibe. 
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eine Form sechsten Grades dar, die der Gruppe der fünf 
Cnben von (1) und damit der neun Guben der Darstellungs- 
formen der Grundpunkte des Büschels angehört. Vier Wurzeln 
einer solchen Form (X^ X^ X^ XJ kann man beliebig an- 
nehmen: dann sind die beiden andern eindeutig bestimmt. 
Man hat nur die linearen Polaren des Punktepaares (X^X^) (X^X^) 

in Bezug auf irgend zwei Curven des Büschels zu construiren : 
ihr Schnittpunkt (X^ XJ liefert die beiden Kestwurzeln. 

Zum Beweise des allgemeinen Satzes genügt es, noch an- 
zugeben, erstens, dass die Zahl der Constanten einer F , die 

(in einem Baume von d Dimensionen) eine Curve d^^^ Ordnung 

(N^) stützt, gleich pd ist, denn durch irgend welche pd Punkte 

auf solcher Curve 

(7) f - a!>^ = 

geht nur eine einzige die Curve stützende F : (cf. Nr. 112) 

(8)i!'-ap p=0; 

1 '^g d 

zweitens, dass sich im Baume von d Dimensionen d Flächen 
/)*•' Ordnung F^ in p^ Punkten treffen, die dann die Grund- 
punkte einer .00 ^""^ linearen Schaar bilden. 

Daher kann man gerade ,^pd — {d — 1)* Fonncn d^ Ord- 
nung ganz beliebig wählen: dann ist alles Übrige dadurch be- 
stimmt. 

Das Produkt der Darstellungsformen von p Punkten bildet 

dann und nur dann eine Form der durch die p^ Formen des 
Satzes ß) gebildeten Gruppe , wenn sie ein P o 1 -jp - e c k der 

00 *""* Flächenschaar jp**' Ordnung bilden. 

Weitere Eigenschaften dieser Configuration erhält man, 
wenn man den allgemeinen „Stützsatz^, der bald zur Sprache 
kommen wird, auf sie anwendet. 

Bezeichnet man die Zahl der gegebenen binären Formen 
des Satzes ß) mit (/, so ist: 

W. Fr. Meyer, ApoUritftt. 23 
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Demnach kann man ausser der Zahl g noch die Zahl p 
resp. d ganz beliebig annehmen, vorausgesetzt, dass g — 1 den 
Faktor j9 — 1 resp. d enthält. Ist das eine der Fall, so auch das 
andere und umg. Die Zahlen p und d kann man selbstver- 
ständlich vertauschen. 

§.34. 

Der Satz über die canonische Form der „Untergruppen" von 

Gruppen binärer Formen. 

205. Vorangeschickt werden zwei Definitionen: 

a) Ist irgend eine ^-gliedrige Gruppe n**' Ordnung (von 
binären Formen n**'' Ordnung) gegeben, und seien. irgend welche 

h {k <C. g) linear unabhängige Formen derselben : 

(v Xp Xa^ • • • Xk» 
so heisse die aus diesen zusammengesetzte Gruppe ^eine Ai-glie- 
drige Untergruppe'' der gegebenen. 

b) Die bekannte Bezeichnung „oo ™ Schaar" für eine 
Schaar (von Elementen), deren Mannigfaltigkeit eine //^-fach 

ausgedehnte ist (so dass oo ^ eine endliche ganze positive Zahl 
bedeutet), soll auch auf den Fall eines negativen ganzen m 
(m = — m') ausgedehnt werden. Dann bedeutet eiue 

(oo ~™ Schaar) 8chaar von Grössen (Formen , Bedingungen^ 
Eigenschaften etc.), dass m' Bedingungen erforderlich sind, 
damit solche Grössen (und dann in endlicher Anzahl) existiren. 
So z. B. hat das Gleichungssystem : 

(2) S a,, rc, = (r = 1, . . 4, t = 0, 1, 2) 

r 

im Allgemeinen ein Lösungssystem (d. h. eine oo ° Schaar) der 
(homogenen) Unbekannten x: dagegen das dazu reciproke: 

(3) 2:a,,y, = 

eine (oo "^^ Schaar) Schaar von Werthsystemen y, da das Ver- 
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schwinden der vollständigen Determinanten des Systems (3) 
(was zwei Bedingungen aequivalent ist) erforderlich ist, wenn 
eine Lösung der Gleichungen (3) vorhanden sein soll. 

Dann lautet unser allgemeinster (umkehrbarer) Satz 
über solche i-gliedrige Untergruppen einer {d -\- l)-gliedrigen 

Gruppe von binären Formen n*®' Ordnung, die süramtlich [i 
lineare Faktoren (X — SJ (X — 5^) . . . (X — 8 ) (|i = 1, 2, . . n — 1), 

wo die 6 als verschieden von einander vorausgesetzt 
werden, gemein haben, der also als Ausdehnung der Sätze 
Nr. 177, 198 zu betrachten ist (cf.auchpg. 21), folgendermassen 
(wobei die vier Zahlen n, d, i, ji, abgesehen von den evidenten 
Ungleichheiten unter ihnen, ganz willkürlich sind): 

YJ „Die Mannigfaltigkeit einer solchen Unter- 
gruppe ist 
(4) w = ft (d + \—k) — ^ {k—\) = * d — (* + |i) (A— 1). 

Y^) Dann gehört zu jeder solchen Ä-gHedrigen 

Untergruppe der gegebenen in ein- eindeutiger 
umkehrbarer Weise eine Gruppe von 

(5) p = [1 — d — 1 -f- Tc 
Formen, die eine p-gliedrige Untergruppe der 
(n— 'cZ)-gliedrigen zur gegebenen {d-\- l)-gliedrigen 
conjugirten Gruppe darstellt und folgende Eigen- 
thümlichkeit besitzt. 

Jede Form dieser ^-gliedrigen Untergruppe 
lässt sich in der canonischen Gestalt schreiben 

(6) S. a:. (X-S,)' 

wo die 6 die obigen, die x wechselnde Coeffi- 
cienten sind." 

Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemein- 
samen Faktoren auf ein Problem der Canonizirung binärer 

Formen spec. ihrer Darstellung als Summen von n**^" Potenzen 
zurückgeführt. 

23* 
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Ist m negativ^ so involvirt die Darstellung (6) die not h- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass 
die Ä-gliedrige Untergruppe der gegebenen einen festen Faktor 

11**'' Ordnung besitzt. 

Ist die zur gegebenen conjugirte Gruppe dargestellt durch 

so wissen wir, dass eine Form f dann der gegebenen Gruppe 
angehört, wenn ihre Wurzeln den Gleichungen 

(8)a, = 0, 6^ = 0, ...(w— d). = 
genügen. 

Yjj) „Dann zieht jede p-gliedrige Untergruppe 

(der zur gegebenen coujugirten) der Gestalt (6) eine 
p-gliedrige Untergruppe der Gruppe (8) nach 
sich (und um g.), deren sämmtliche Individuen die 
Gestalt besitzen: 

(9) 2i X, (K5.) = 0, wo 
1 * 

(10) <KX) - (X-xj (X-x,) . . . (X-x„) 

und die x und die S die obigen sind.^ 

Um den Inhalt der Sätze auch geometrisch auszudrücken^ 
sagen wir: ^Die Punkte x unseres Raumes von d Dimensionen, 
die eine Gleichung a = befriedigen, erfüllen ein Linear- 
gebilde {d — l)**'Diraen8iou(Stufe)": solche, die k Gleichungen 
a =0, 6 =0...4 =0 befriedigen, erfüllen ein „Linear- 
gebilde {d — Jcf^^ Dimension". Dann haben wir: 

YJ „Es giebt immer eine oo " Schaar von 

Lineargebilden (d — A)*®' Dimension, die mit der 
rationalen CurveJR^ 

n 

(11) pa;, = <p,(X) (» = 0, 1, ...d) 
(wo die fdie gegebene Gruppe bilden) |ji Punkte 
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gemein haben. Deren Argumente (auf der Curve) 
bestimmen sich durch die Gleichungen (9).^ 

206. Zum Beweise haben wir vorerst die Formeln (4) (5) 
nachzuweisen: dazu dient der schon von Grassmann ß'») erkannte 

Hülfssatz : „Ein Lineargebilde (d — ife)**' Dimension (im Räume 
von d Dimensionen) hängt von k (d -]- 1 — k) Constanten ab." 
In der That hängen k Gleichungen der Form 
(12) a^ = 0, 6^ = 0, . . . Ä^ = 

von kd Constanten ab: da das Lineargebilde aber nur von der 
„Gruppe" dieser Gleichungen abhängt, so kann man statt jeder 
eine beliebige lineare Combination aller einführen, was k {k — 1) 
willkürliche (nicht homogene) Constanten involvirt, durch die 
ebenso viele der ursprünglichen zum Verschwinden gebracht 
werden können, q. e. d. 

Diese Constantenanzahl des Lineargebildes (12) ist offenbar 
zugleich die Mannigfaltigkeit einer A;-gHedrigen Untergruppe 
der gegebenen (d -|- l)-gliedrigen (11) überhaupt d. h. also 
wenn |i ^ ist. 

Soll diese Untergruppe einen gemeinsamen Faktor |ji 
Ordnung haben d. h. soll das Lineargebilde mit der Curve 

jR^ (11) [1 Punkte gemein haben, so zählt dies für jeden 

solchen Punkt {k — 1) Bedingungen, mithin für alle [i j^ji (k — l)*'. 
Damit ist aber Formel (4) erhärtet. 

Die Formel (5) beweisen wir zunächst für den Fall 4= 1. 
Da ein Gebilde u = die Curve R^ immer in n = ii 4- 

X n .11 

(n — |i) Punkten trifft, so kann man aus den w — d Schnittpunkt- 
gleichungen (8) immer n — d — (n — |i) = [t— d linear unab- 
hängige so auswählen, dass sie durch Einsetzen der |i Argumente 
6 für irgend |i der n Elemente X identisch erfüllt werden : 

dann verbleiben noch n — |i Restgleichungen, die gerade aus- 
reichen, um die fehlenden n — |i Restargumente zu berechnen. 

cj. e. d, 
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Gehen wir zum nächsten Fall A; = 2 über, so geht jetzt 
durch die (Ji Punkte S„ (der jR^) noch eine oo * (lineare) Schaar 
von Gebilden w = 0: daher kann man von den n—ji Rest- 
punkten (Restargumenten) noch einen willkürlich annehmen : 
erst dann sind die .übrigen eindeutig bestimmt. Diese Will- 
kürlichkeit des einen Argumentes hat zur Folge, dass ausser 
den [1— d ausgewählten Gleichungen noch eine weitere (linear 
von jenen unabhängige) identisch verschwindet. 

Endlich, wenn. Je allgemein, giebt es noch eine oo ~ (lineare) 
Schaar von Gebilden w^ = 0, die die (Ji Punkte S aus der 

Curve ausschneiden : von den n — ji Restargumenten sind noch 
Je — 1 ganz willkürlich und es lassen sich somit aus den n — d 
Schnittpunktgleichungen (ji — d) + (Je — 1) identisch verschwin- 
dende (und linear unabhängige) auswählen. Damit ist die Formel 
(5) abgeleitet. 

Es ist besonders erwähn enswerth, dass „beide Formeln 
(4) (5) von n d. i. der Ordnung der binären Formen 
cp(ll)ganz unabhängig sind^. 

Dass aber in der That die so ausgezeichnete jp-gliedrige 
Untergruppe der zur gegebenen conjugirten (7) sich in der 
Gestalt (6) schreiben lässt, beweist man genau wie damals beim 
„zweiten'^ Beweise (pg. 335). 

207. Da (cf. pg. 334) aber der „erste'* Beweis instruktiver 
erscheint; so mögen hier die beiden Hauptmomente desselben 
in allgemeiner Form betont werden. Mit Hülfe ihrer erledigt 
sich der Beweis selbst sehr rasch. 

Erstes Hauptmoment. Wir gingen damals von den Lösungs- 
systemen Ji linearer Gleichungen mit v homogenen Unbekannten 
(y ^ Ji) über zu denjenigen v linearer Gleichungen mit /^homo- 
genen Unbekannten, deren Coefficientenmatrix sich von der 
der A Gleichungen nur durch Vertauschung der Horizontal- 
und Verticalreihen unterschied. Und zwar sind dabei der Reihe 
nach die Fälle zu unterscheiden, wo nicht alle vollständigen 
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Determinanten (Kerne) der Matrix; zweitens, wo zwar diese, 
aber nicht alle ersten Unterdeterminanten (Unterkerne) ver- 
schwinden etc. 

Dies ist jetzt genauer zu untersuchen. 

Im ersten Falle haben bekanntlich die h Gleichungen noch 
eine oo ▼— >»-i=ro (lineare) Schaar von Lösungssystemen und 
umgekehrt die v Gleichungen eine oo '»-▼—i—-"»' gdi^ar solcher 
d. h. es müssen alle Kerne der Matrix verschwinden (was m' 

Bedingungen aequivalentist), damit eine (= oo ^ Lösung existirt. 
Es gilt also die Relation: 

(13*) m — m' = — 2 oder w' = m -f- 2. 

Verschwinden alle Kerne der Matrix (aber nicht alle 
Unterkeme erster Ordnung), so reduciren *) sich die h Gleich- 
ungen auf h — 1, und somit steigt m auf tw -f- 1. 

Umgekehrt, wie eben gezeigt, wird jet^t m' =: 0, also in 
Zeichen : 

(13^) m^ = m + 1 : m\ = 0. 

Verschwinden weiter alle ersten Unterkerne (aber nicht 
alle zweiten), so reduciren sich die h — 1 Gleichungen wieder 
um eine : andrerseits steigt m -|- 1 um Eins, also 

(13«) m^ = m + 2, m\ = 1. 

Denn die v Gleichungen haben jetzt eine oo* (lineare) 
Schaar von Lösungen, da auch sie sich um eine d. h. auf v — 1 
reduciren. Geht man so weiter, so folgt : 

Erster Hülfssatz. ^Verschwinden alle v*®° Unter- 
kerne einer Matrix mit Ji Zeilen und v O h) Co- 

lonnen {aber nicht alle (v -|- 1)**°}, so haben die 
h linearen Gleichungen mit v homogenen Unbe- 
kannten (und den Elementen der Matrix als Coef- 



*) Oder was dasselbe ist, es herrscht zwischen den h Gleichungen 
^ine linecMre Identität, 
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ficienten) eine lineare Schaar von Lösiingssys- 
temen^ deren Mannigfaltigkeit ist: 

(14) w^ = w -}- V 4- 1 = ^ — '* + ^; 
andrerseits die reeiproken v Gleichungen mith 
homogenen unbekannten (und derselben Coeffi- 
cienten matrix) eine solche lineare Schaar von 
Lösungssystemen, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(15) m\ = V (V = 0, 1, 2, . . .) 

Nur für den Fall, wo nicht alle Kerne der 
Matrix verschwinden, wi,rd m\ negativ = — m 

und zugleich von m abhängig: dann ist (15) zu 
ersetzen durch: 

(13*) m' = w 4- 2 = v—h + 1. 

Zweites Hauptmoment. Dieses beruht auf dem oft ge- 
brauchten Satze: 

Zweiter Hülfssatz. „Soll eine binäre Form 

n*^^ Ordnung f als Summe von (w — Je) n**" Potenzen 

(X — S )" darstellbar sein, so sind die S die Lösungs- 

systeme der = gesetzten, nach (n — Jk) Elementen 

polarisirten A**" Differentialquotienten von f 
und umg.^ 

Jetzt kann der Beweis unserer Sätze y) kurz so geführt 
werden : 

Die Formel (4), die die Mannigfaltigkeit der A;-gliedrigen 

Untergruppe der gegebenen mit festem Faktor ji**' Ordnung 
darstellt, wird wie oben abgeleitet. Dann fährt man so fort : 

Nach Voraussetzung existirt ein Lineargebilde {d — k)^^ 
Dimension, welches die Curve B^ in [i Punkten (8^ . . S ) trifft ; 
mithin geht durch diese noch eine oo ^~^ (lineare) Schaar von 
Gebilden u^ = 0, deren jedes (n — |i) variable Kestpunkte 

X^ Xg . . X^ aus der Curve ausschneidet. 

Man entwickle die (n — d) Sclinittpunktgleichungen (8) 
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nach den aus den X^ . . . \_^ gebildeten s^ (i = 0; 1, . . n — |i): 
dann sind, wie wir wissen, die Coefficienten der «^ in jed^r 

Gleichung die nach den [i Argumenten 8 polarisirten (n — ^{i)**" 
Difierentialquotienten der bez. Schnittpunktform (7) a^ resp. 

bxf etc. 

Diese n — d in n — |i -+- 1 homogenen Unbekannten (s^ 

linearen Gleichungen sollen nach Voraussetzung eine oo 
Schaar von sie erfüllenden Werthsystemen besitzen , mithin ist 
nach (14): 

(16) m^ = k— 1 = (n— [1 +1) — (w — d) -|- v demnach: 

(17) V = |i-d + k—2 = m/ (nach 16). 

Die Formel (17) liefert nach dem ersten Hülfssatz *) die 
Lösungsschaar der n — ji -|- 1 reciproken Gleichungen (mit 
n —d homogenen Unbekannten). Diese sind abernichts 

anderes, als die = gesetzten (n — |i)**°, nach den 
Ji Argumenten S polarisirten Differentialquo- 
tienten einer Form der Schnittpunktformen- 
gruppe: 

(18) k^ ax -h \ 6x + • • • Vd) 0«— ^X 

wo die k ein Lösungssjstem der oo ^ (17) Schaar darstellen. 

Demnach existirt nach dem zweiten Hülfs- 
satz eine 00^= 00 J*"*"*"^*"^ lineare Schaar d. h. eine 

2) = v-|-l = 1^ — dt-j-^ — 1-gliedrige Untergruppe 
der Gruppe der Schnittpunktformen (7), deren 

sämmtliche Individuen als Summen der ji w**" Po- 
tenzen (X— 5)" darstellbar sind.*' 

Dieser Beweis ist, wie evident, sofort Glied für Glied um- 
kehrbar. Polarisirt man wieder rückwärts die oo ^ Schaar der 



*) In dem Ausnahmefalle, wo die Formel (15) durch (13») ersetzt 
werden mflsste, wird f :^ — 1 also p = 0, was inhaltslos ist. 
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PotenzBuiumen (18) nach den [i Argumenten S, bo resuttirt 
die Formel des Satzes y^). 

208. Wir richten nunmehr unser Äugenmerk auf den 
besondern Fall, wo die Mannigfaltigkeit unserer ^-gliedrigeu 
Untergruppe (1) (und damit auch der entsprechenden jJ-glie- 
drigen) =:0 ist d. h. wir suchen alle endlichen TTnter- 
gruppen (einer gegebenen «*" Ordnung), deren 
Individuen »ich sämmtlich aus denselben ^ n*" 
Potenzen {X — 6)" linear zusammensetzen. 

Setzt man den Werth von d -\- 1 — k aus Formel (5) in 
(4) ein, so ergiebt sich 

(19) m = [i—kp 
d. i. die Beziehung zwischen k und p. Unsere Bedingung, 
fli =:: 0, liefert somit zunächst: 

(20) (1 = ki) 
und setzt man dies in (5) ein: 

(21) rf = Cp 4- 1) (/^I). 

Wir behandeln vorerst einzelne Fälle, indem wir p und k 
BpezielJe Werthe ertheilen. 

Für JJ = 1, * = 2, hat man jt = 2, d = 2. 

Dies ist der Fall der Doppelpunkte der iJ^, deren Zahl 

bekanntlich ^ - '-- - ist, während die Zahl der ächnitt- 

punktgleichungen sich auf n — 2 beläuft. Daher hat man: 

„In einer allgemeinen Gruppe von v binären Formen der 

V (v 4- 1) 
Ordnung n = v 4" 2 giebt ea a = -- Formen f der 

Gestalt: 

(22) f ._ o, (X— Sa/ + o, (^-Sa/-" 

Zweitens sei p := 2,k ^ 2; dann wird (i = 4, d ^ 3. 

Dies tritt für die vierfachen Sekanten einer R' ein. Wendet 

man die bekannte^' Formel ftlr die vierfachen Sekanten irgend 
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einer . algebraischen Kauracurve auf die rationalen an, so be- 
rechnet sich ihre Anzahl als 

rooN , _ («-2) ("-3) (n-3) (n-4) 

Dies liefert 

j,In einer allgemeinen Gruppe von v binären Formen der 
Ordnung n = v -|- 3 giebt es 

Involutionen f -\- ktp, wo 

(24) '^ •• (i = l, 2, 3,4).« 

M«P = S i. (X-8.,)' 

Die Zahlen a, s habe ich durch Induktion auf den all- 
gemeinen Fall ausgedehnt, wo eine R^ eine endliche Zahl von 

Lineargebilden (d — fc)**' Dimension besitzt, die sie in (Ji Punkten 
treffen und dann an einer Reihe einzelner Fälle, wo die direkte 
Berechnung möglich war, verificirt. Es wurden der Reihe 
nach bei variirendem k die Fälle |) = 1, 2, etc. durchgeführt. 
Dann ergab sich als allgemeines Resultat: 

S) I. „Nimmt man die ganzen positiven Zahlen 
v,^, h g an e beliebig 9,Ti (nurso dass v^|) — 1), woraus 
sich die Zahlen cZ, w = v -}- d, ji gemäss (20), (21) in 

bestimmter Weise ergeben, so besitzt eine R^ 

eine endlicheAnzahl von Lineargebilden (d — k)^ 
Dimension, die mit der Curve ji Punkte gemein 
haben, von folgendem Werthe: 

(9H, (v+^— l)(v+Ä^2)„.^v (v+Ä— 2)(v+/.— 3)...(v-l) 

^ -' ~ i" . "2 r: ; £ 2 . " 3 : .... (ä+i)' 

^y^lt—p) .... {y-^ + 1) 
Vt — i " Vx = s^ '. 

p ('^ + P — ^) ^' 

II. „In einer allgemeinen Gruppe von v binären 
FormenderOrdnung n = v-+- dgiebteseine ewd* 






364 Verallgemeinerungen. 

ZicÄe Anzahl 5'^^ von |)-gliedrigen Untergruppen, 

deren Individuen sich sämmtlich aus den |i n*^ 

Potenzen (X — S)" linear zusammensetzen; wo für 

jede dieser Untergruppen die S„ je dieselben 

sind.« 

Damit ist das angegebene Problem in allgemeinster Weise 
gelöst (indem alle nur möglichen endlichen Untergruppen der 
verlangten Art sich im Satze S II vorfinden). 

Der angegebene Werth für ä'^J steht natürlich unter der 
Verantwortlichkeit des Autors. 

209. Von der weiteren unabsehbaren Reihe von Fällen 

(m ^ 0) mögen etwa noch zwei herausgehoben werden, wo 

namentlich der zweite auf eine wichtige Eigenschaft einer 
speciellen Klasse von Gruppen binärer Formen führt. 

Der erste handelt von den S-fachen Punkten einer iJ . 

n 

Bekanntlich existiren solche (abgerechnet den selbstverständ- 
lichen Fall S = 1) nur für d = 2, S =r 2; diese sind schon 

oben in Betracht gezogen. Im Allgemeinen dagegen ist (nach 

(4) (5)) 

(26) — w = dS — {fli 4" ^}> i^ = ^ — ^ ^^^ demnach: 
n Damit eine B^ einen S-fachen Punkt besitze d. h. ihre 
Gruppe eine d-gliedrige Untergruppe mit einem festen Faktor 
S^ Ordnung, sind die m Bedingungen nothwendig und aus- 
reichend, dass die zur Gruppe deriZ^ conjugirte eine p=8 — 1- 
gHedrige Untergruppe enthält, deren Formen sämmtlich sich 

aus denselben S n**° Potenzen linear zusammensetzen.^ 

210. Zweitens untersuchen wir solche Gruppen, die das 

System der (t^^ Polaren einer Form p**' Ordnung bilden. Z u- 
nächst fragen wir, welche Gruppen dieser Art 
giebt es, die allgemeiner Natur sind d. h. keinen 
besondern Bedingungen unterliegen? 
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Nehmen wir an , die Gruppe einer iZ* sei als d*®* Polar- 
system einer Form /L darstellbar. Dann ist einmal 

(27) p = n 4- d. 
Andrerseits ist die Constantenzahl der JB* (gleich der eines 

Lineargebildes (n — d)^^ Stufe im Räume von n Dimensionen 
nach HUlfssatz pg. 357) = (d+1) {n—ä). Da diese beiden Con- 
stautenanzahlen (der JB^ und der /* ) jedenfalls übereinstimmen 

müssen^ so folgt 

(28) (d + 1) {n—d) ^n-^- d oder n—d = 2. 

Mithin bilden die Schnittpunktformen der R^ in diesem 

Fall eine Involution. Es läast sich aber jetzt umgekehrt 

nachweisen , jdass die zu irgend einer Involution w**' Ordnung 

conjugirte Gruppe aus den (n — 2)^" Polaren einer bestimmten 
Form der Ordnung 2 (w — 1) zusammengesetzt ist. 

In der That, sollen irgend d-f^l (linear unabhängige) 
Formen einer d -}- 1 - gliedrigen Gruppe {9j(X)} der Ordnung 

d -f* 2 identisch sein mit den d^° Differentialquotienten einer 
Form /^/^ . 1); so ergeben sich für die (d -}- 1)* homogenen Un- 
bekannten (Coefficienten der (p) durch Vergleichung 

(29)2{l+2+3+...d— l}4.3d=d(d— l) + 3d=:(d+l)— 1 
lineare Gleichungen; die also im Allgemeinen eine bestimmte 
Lösung haben werden. 

Dass diese in der That immer bestimmt ist ; folgt aus un- 
serem Hauptsatze y). 

Denn lehnen wir uns im Augenblick an das schon früher 
behandelte Beispiel n = 4 an^ dann wird für die biquadratische 
Involution 2;=l;{i = 47d=l und somit nach Formel (4) 
(5) p = 3, w = L 

Demnach sind (auf noch oo ^ Arten) alle zur Involution 

conjugirten Formen (einer jRJ) aus vier vierten Potenzen linear 

zusammensetzbar : 
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(30) T,(X) = a, (X_8/ + ft,(X-S,)* + c.(X-8/ + A (X-S,)* 

(» = 0, 1, 2). 

Dann aber giebt es, wie Nr. 132 gezeigt, eine bestimmte 
Form f 

(31) f^ ~ S A, (X-d/ {r = «, 6, c, d) 

deren zweite Polaren die Gruppe (30) bilden und zwar sind die 
dreireihigen Determinanten der letzteren den k umgekehrt pro« 
portional. 

Also giebt es jedenfalls eine solche Form f^: andrerseits 

nach Obigem auch nicht mehr wie eine. Die oo ^ Werthsysteme 
der S, mittelst deren f^ dann als Summe von vier sechsten 

Potenzen auftritt; sind dann genau die bekannten; die nach 
Früherem die zur Gruppe ihrer zweiten Polaren conjugirte 
Involution bilden. 

Und genau analog für irgend ein n: p wird dann = n — 1, 
m =1 1. 

Dies liefert also den Satz : (cf. Nr. 214) 

.e) jjDie einzigen allgemeinen Gruppen binärer 
Formen w**" Ordnung, die das volle System der 
d'*"" Polaren einer Form (n + d)**"^ Ordnung /"bilden, 
sind die zu einer allgemeinen Involution (n ' O'r d- 
nung)conjugirten. Dabei ist (2 = n — 2 und es giebt 
für jede Involution nur eine solche Form/**).* 



•) Dann ist, wie wir wissen, die Funktionaldeterminante der Invo- 
lution zugleich die der conjugirten Gruppe, was das Corollar des Satzes e) 
liefert : 

6^) Die Frage nach der Anzahl und Natur der Involutionen 

(w+1)*®' Ordnung mit denselben (2 m) Doppelelementen ist iden- 
tisch mit der Frage nach der Anzahl und Natur der Grund- 
formen 2 »n**' Ordnung, die zu einer bestimmten Co Variante, 
der Determinante der 2(m— 1)*®" Differentialquotienten 



< 
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211. Fassen wir jetzt noch einige andere vollständige 
Polarensysteme einer Form in's Auge, deren Gruppen dem- 
nach nur specielle sein können. 

Gehen wir von den Gruppen des Satzes e) zu den nächst 
höheren über, den zu den dreigliedrigen Gruppen con- 
jugirten. 

Nehmen wir an, die (n — 2)-gliedrige Gruppe einer JB* 

sei in der That die der (n — 3)**" Polaren einer Form f (der 
Ordnung 2n — 3), so lässt sich, wie man weiss, die Form/" 

(auf eine einzige Weise) als Summe von w — 1 (2n — 3) 
Potenzen {(X-Sj^./""^} darstellen, mithin auch ihre (n— 3)**" 
Polaren als Summe der (n — 1) w**" Potenzen (X— S„)°. (Und 

zwar sind die S die Wurzeln der einen zu den {n — 2)*®" Polaren 
von f conjugirten Form.) 

Dann aber besitzt die R^ nach Satz y) einen (n — l)fachen 
Punkt (mit den Argumenten S), d. h. die Gruppe der J?* ent- 
hält eine Involution mit festem Faktor ((n — 1)^' Ordnung). 

Aber auch die Umkehrung ist leicht zu zeigen. Besitzt 

die JR^ einen (n — l)fachen Punkt (5^^) (wozu n — 3 Bedingungen 

erforderlich sind, so dass sie nur noch von 3 (n — 2) — (n — 3) 
= 2 n — 3 Constanten abhängt) , so sind nach Satz y), da in 
diesem Falle p = n — 2 wird , a 1 1 e Formen der Schnittpunkt- 
gruppe als Summen der (n — 1) Potenzen (X — 5j^)" darstellbar. 

Dann erkennt man ohne Weiteres , wie in Nr. 200, durch 
Vergleichung der Coefticientenkerne K dieser Gruppe und 

denen der Gruppe der (m — 3)**" Polaren einer Form 



n— 1 

2 
1 



(32) /■- 2 *(, (x-e^)»"-" 



(wenn man von der letzteren als gegebener Form ausgeht) 
gehö ren. 

Wir kommen auf diese Frage gleich nachher (Nr. 218) wieder zurück. 
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dass (33) Qk^ = ^- 

wo D^ das Diiferenzenprodukt der S (exci. 8 ) ist. Dadurch 
ist also die Form /* eindeutig bestimmt: 

^Enthält eine dreigliedrige Gruppen**' Ord- 
nung eine Involution mit festem Faktor (n — 1) 
Ordnung (d.h. besitzt die bez. jR* einen (w — l)fachen 

Punkt), so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 

den (n — 3)**° Differentialquotienten einer Form 
f der Ordnung 2w — 3c d. h. diese Gruppe ist dar- 
gestellt durch: 

(32) a 

Und ebenso leitet man fUr die nächst höhere Gruppeu- 
stufe das Resultat ab: 

„Enthält eine viergliedrige Gruppe n**' Ord- 
nung oo* Involutionen (mit festem Faktor (n — 1)**' 
Ordnung) (d. h. besitzt die b e z. JB'^ oo ^ (w — l)fache 

Sekanten); so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 

den (n — 4)**" Differentialquotienten einer Form f 
der Ordnung 2n — 4, und ihr Ausdruck ist also 

(34) a 

Sind für eine Il\ die dazu erforderlichen 2 (n — 4) Be- 
dingungen erflillt *), so kann man analog wie oben, die CoeflS- 
cienten der gesuchten Form f in eindeutiger Weise berechnen. 



*) Es giebt z. B., wie man weiss 67), zwei Arten von i^, eine allgemeine 
mit einer einzigen Quadrisekante (der Schnitt von zwei oubischen Regel- 
flächen mit gemeinsamer Doppelgeraden) und eine besondere mit od ^ solchen, 
die dann stets auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt. 
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Und so lassen sich auch im Allgemeinen die Eigenschaften 

einer Gruppe, deren conjugirte das volle r** Polarensystem einer 
Form /* bildet, zufolge der verschiedenen Darstellungen von/* 
als Potenzsumme und mit Hülfe unseres Hauptsatzes y) ohne 
Weiteres angeben. Welche Eigenschaften aber umgekehrt 
für eine Gruppe nothwendig und hinreichend sind, 
damit ihre conjugirte ein solches Polarensjstem bildet; und 
wie man die zugehörige Form f dann am einfachsten aufstellt 
— diese Frage bleibe noch unerledigt. 

Die weiteren Anwendungen unseres Hauptsatzes y) (der 
somit eine besonders wichtige Illustration des allgemeinen 
Combinantenprincips der Nr. 26 darbietet) auf das ternäre, 
quaternäre etc. Gebiet treten erst nach der jetzt folgenden 
Darlegung einiger fundamentalen Eigenschaften der eine Norm- 
curve stützenden Flächen in das erforderliche Licht. 

§. 35. 
Ein neues Übertragungsprincip *) der invarianten Eigenschaften 
binärer Formen vom Grade 'mj> auf Gebiete tw**' resp. i?*®' Aus- 

m 

dehnung. 

212. Htilfsdefinition. Im Räume von d Dimensionen treffe 
eine Fläche F (r**' Ordnung) die Normcurve (d*" Ordnung) 

N^ [px^ = d^\ i = 0, 1, . . d, wo die d^ die zur Zahl d ge- 
hörigen Binomialcoefficienten sind} in dem Punkt-(rc?)-tupel: 



Die Schnittpuuktformen der i?? (d. h. dio Formen einer Involution 

fünfter Ordnung) sind also im AlIgemeinQp stets als Summen von vier 
bestimmten, festen Potenzen darstellbar cf. pg. 193: dagegen in dem be- 

sondern Falle noch auf ao ^ Weisen (cf. auch Wiederhold in Clebsch Ann. 8). 
Man erkennt übrigens leicht, daps alle zur Darstellung (33) gehörigen 

R^ auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen müssen (aber nicht umg.). 

*) Besondere Fälle desselben sind schon pg. 94, 200, 22ö betrachtet. 
Das Gleiche gilt von dem Hülfssatz r\): pg. 90, 198, 224. 

W. Fr. Meyer^ Apolaritüt. 24 
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a 5^ = und desgleichen habe eine Fläche O (p**' Klaase) mit 
derselben Norracurve N^ {oWj = ( — 1)* X*"*} das (pd)-tupel von 
Lineargebildcn ßP* = gemein. Öann heisse es kürzer: jpDie 

l^^hat mit der (Normcurve) ^^ das (rd)-tupel aj^und 
die Op mit der (Normcurve) N^das (pd)-tupel ßP* ge- 



mein*. 



Dann lautet das gemeinte Princip so: 

Q 3,1 stn keine Primzahl, also = mp, so ist die 

bilineare Invariante (n** Überschiebung) zweier 

binärer Formen der Ordnung n {a\, ftj) zugleich die 

bilineare Invariante zweier (p -|- l)-närer Formen 
der Ordnung, resp. Klasse m, die = gesetzt, im 
Räume von p Dimensionen zwei Flächen F , ^ 

(w**^ Ordnung, resp. Klasse) darstellen, die mit 

■ 

einer (sonst beliebigen) Normcurve (p**" Ordnun g 
und Klfi^sse, die auf F ruht und O stützt) resp. 

die n-tupelaj, &x gemein haben. 

Sind also die binären Formen apolar, soauch 
die (jp -}- l)-nären und umg.* 

Dabei sind natürlich die Zahlen m, p vertauschbar, so«- 
dass man ebenso mit zwei (m -f- l)-nären Formen operiren 
kann. Desgleichen die beiden binären Formen. 

Dem Beweise gehe der Hülfssatz voran : 

7]) „Ist auf einer Normcurve d**' Ordnung ein 
(rd)-tupelax^ = gegeben, sogiebtes nur eine ein- 
zige F (resp. 0^)> die mitihr dasselbe gemein hat 
und die Curve stützt (auf ihr ruht).* 

Diesen Satz beweisen wir zunächst für den Fall r = 2. 

Dann stützt eine F^ die Curve N^, wenn sie alle, N. um- 
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beschriebenen O^ stützt. Die letzteren sind aber dargestellt 
durch die verschwindende Matrix: 

10 12 *-i = 0. 

Demnach müssen für die F'. 



(2) a« = 



die Bedingungen 



erfiüllt sein^ so oft 



(3) a^ = a 



Im 



(4) 1 4- i = Z + w. 

j^Deronach sind die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass eine JP^die 

N^ stützt^ dadurch ausgedrückt, dass man die 

Coefficienten von F^ a^ (t, A = 0, 1, . . . d) ersetzt 

durch die 2d -f- 1 (homogenen) Grössen a^_^^ 

(i + * = 0, 1 . . . 2 d).^ 

Soll des Weiteren die F^ mit N^ die Punktgruppe 

(5) fz:a{' =0 

gemein haben ; so werden die Coefficienten a der Fläche 

den entsprechenden Coefficienten von f (zunächst abgesehen 
von Zahlenfaktoren) proportional, q. e. d. 

Die Gleichung unserer Normcurve N^ ist aber gerade so 

gewählt; dass die Gleichung der F^ wird: 

(6) o»-a; = 
WO diese Form aus der andern 

(7) a =0 

(die ihrerseits wieder durch Polarisation von / nach 2d Ele- 
menten Xj Xg . . . X^^ entsteht) , durch Gleichsetzen je zweier 

Elemente X^ = X^^, X^ = X^ etc. hervorgeht. 

Die a sind dann die homogenen symmetrischen Funktionen 

24* 
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der so restirenden d Elemente X und mit den CoorcUnaten x 
eines Punktes identisch. 

In der That sind ja evidenter Weise für die Form (6) a* 

die Bedingungen a^^ = a^ ^ erfüllt und durch Gleichsetzen 

aller d Elemente X geht sie (vermöge ihrer Entstehung) wieder 
in die Form (5) über d. h. die F^ (6), die die N^ stützt, hat 

mit ihr die Punktgruppe (5). gemein. 

Wir gehen jetzt über zum nächsten Fall, r = 3. Soll 
eine JP„ 

(8) a» *) = 
die N^ stützen, d. h. soll die letztere auf allen ersten Polar- 
flächen der JFg ruhen, so muss 

(9) «.„. = «.,„ (« = 0, 1, 2, 3) 
sein, so oft 

(10) i-f-ft = Z-fm 

ist. Dann aber werden alle a^.^^ für die 5 -|- i -f- A 

denselben Werth(=^) hat, einander gleich. 

Zu dem Zwecke hat man nur nachzuweisen, dass man 
alle möglichen Zerlegungen der Zahl N in drei Theil- 
zahlen (deren jede von den Grenzen und d eingeschlossen 
ist) erhält, wenn man von irgend einer Zerlegung (5, i, k) 
ausgeht: sodann andere dadurch ableitet, dass man die eine 
Zahl , etwa s constant lässt , während die beiden andern sich 
bewegen, doch so, dass ihre Summe sich nicht ändert; mit 
diesen neuen Zerlegungen gleichfalls so verföhrt etc. 

Wir wollen weiterhin drei Klassen von Zahlen N unter- 
scheiden; die erste umfasse die Zahlen bis d, die zweite 
rf -}- 1 bis 2 dy die dritte 2 d -f 1 bis 3 d. (Grösser kann N 
nicht werden.) 



*) Wir denken uns, wie üblich, eine solche Form a^ immer mit den 
bez. Polynomialcoefficienten geschrieben. 
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Dann ist in den drei Klassen jedenfalls immer eine Zer- 
legung folgender Art vorhanden : 

(10) I. 0, N, 0. IL 0, d, N—d. III. d, N—2 d, d. 
Lassen wir hier immer die dritte Zahl fest, während die 

beiden andern alle Werthe annehmen, deren Summe resp. 
JV, d, N — d ist, so erhalten wir aus (10) ebensoviel weitere 
resp. Zerlegungen, die mit (10) ein derartiges System bilden, 
dass jede überhaupt mögliche Theilzahl in min- 
destens einer dieser Zerlegungen vorkommt. Lässt man sie 
dann jedesmal constant, während die beiden andern ^heilzahlen 
gemäss (4) variiren, so kommt man ojBfenbar zu allen Zerleg- 
ungen, q. e. d. 

Den ganz allgemeinen Beweis endlich für n = n führt 
man mittelst des Princips j^n auf n +1^. Angenommen, der 
Satz gelte für eine JP^, dann gilt er auch für eine F^ . Denn 

es müssen dann je zwei Coefficienten der letzteren: 

(11) a , , , = a ^ ^ . (5 = 0, 1, . . n + 1) 

gleich sein sobald 

(12) (Si = Sk). 
TQ.) Dann aber werden" alle a . ., für die 

s^ -f" ^1 + • • ^n denselben Werth (^ hat, einander 
gleich. In der That ist wieder nur zu zeigen, dass man 
immer ein solches System von Zerlegungen der Zahl N in 
n -t- 1 Theilzahlen (innerhalb der Grenzen und d) aufstellen 
kann , so dass jede nur mögliche Theilzahl jedenfalls ein- 
mal vorkommt. Denn lässt man diese wieder jedesmal fest, 
während die andern so variiren, dass ihre Summe • sich nicht 
ändert, so kommt man jedenfalls zu allen überhaupt möglichen 
Zerlegungen. 

Wir unterscheiden jetzt n + 1 Klassen in der Weise wie 
oben : {0 , , . d) {d -{' Ij . , . 2 d) etc. bis [nd -f- 1, . . . (n 4- 1) d). 

71 \ 1 Yt 

Von diesen brauchen aber nur — T - resp. ^^ + ^ (j® nachdem 
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n gerade oder ungerade ist) berücksichtigt zu werden ^ da für 
die restirenden Klassen nur überall mit d zu vertauschen ist, 
um das gleiche Ergebniss zu erhalten. 

In der ersten Klasse existirt sicher die Zerlegung N 000. . . : 

in der p*^ Klasse desgleichen die folgende: ^^0, d nebst noch 
(p — 2) andern d, dann der Zahl N — (p — 1) d und endlich 
noch n — p Nullen ^(so dass selbst in der letzten der betrachteten 

Klassen noch — o— resp. ^ — 1 Nullen auftreten). • Lässt man 

hier überall die beiden ersten Ziffern bei constanter Summe 
variiren , während alle übrigen etwa constant bleiben , so ge- 
langt man immer zu dem gewünschten System. Damit ist 
die aufgestellte Behauptung bei der gemachten Annahme er- 
wiesen : und da sie für w + 1 = 2, 3 oben erhärtet ist, so gilt 
sie allgemein. 

7]^) Somit sind die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen*); dass eine JP eine N^ 

*) Die Zahl dieser Bedingungen ist leicht anzugeben. (Wir schreiben 

wieder n statt n-f-1.) Denn da bekanntlich ©ine F von D = | '*"t"^'^ | — 1 

n n V a / 

Constanten abhängt, andrerseits eine Form a^ yon ndj so ist die ge- 
wünschte Zahl X =i D^ — nd. Es lässt sich nun zeigen, dass: 

r^) „die Bedingungen ri ) dos Satzes t) ) auch aussagen, 

dass eine F^ die ganze (oo*~') Schaar von N^ umschriebenen 
«Pjj stützt und umg.** 

Zunächst lehrt eine einfache Abzahlung, dass eine <^^y sofern sie 
einer N^ umboschrieben sein soll, 7icf-f-l Bedingungen genügen muss, da 

die Gleichung für das beiden gemeinsame (nc2)-tupel ß^^ := identisch 

verschwinden muss. (Deren Coefficienten sind im allgemeinen unabhängig 
von einander, da man ja umgekehrt von einem ganz beliebigen 
(7i(2)-tiipel auf N^ ausgehen kann, somit auch jene nd-^i Bedingungen.) 

Demnach ist die Mannigfaltigkeit dieser Schaar („<&") gleich D — (n(2-|*l) 

= a; — 1. Um jetzt den Satz r^^) zu erhärten, wählen wir als Typna 
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stützt, dadurch ausgedrückt; dass man ihre Goef- 
ficienten in der Form schreibt: 



die Schaar der einer N. umschriebenen (p^. In diesem Falle sagen die 
Bedingungen t}j) aus, dass eine F^ die folgenden zwölf, Ng umschriebenen 
<^g (und somit auch die aus ihnen linear componirte Schaar) stützt: 

«i («*o "2 ""**!)'= ^» **l K **3 — "i ^i) = ^y **i ("1 «^a— **I) = (t = 0,..,3). 
Offenbar ist aber die Anzahl der linear unabhängigen Be- 
dingungen, dass F^ diese Schaar stützt genau dieselbe wie die Zahl der 

linear unabhängigen ^^y aus denen die Schaar linear zusammen- 
setzbar ist und umgekehrt, also in unserem Falle = 19 — 9=10. 

In der That gelten zwischen jenen Bedingungen, deren man zunächst 
zwölf erhält, die zwei Identitäten (und nur diese): 

(a — a ) + {a ^ a ) + (a — a) = 
^ OlS 022'' ^ ^ IIS 103^ ' ^ JO« 8U' 

(a — a ) + (a — a) + (« — a)~0 
113 18»'^ ^ «1« 208 ' ^ 90S Sil' 

und dem entsprechend zwischen den zwölf Og die andern beiden: 

u (u U — U ) -f-M (u tt — M u)-4-tt (u u — u ) ^= 
01s 2 112 -OS^' 2^02 i 

U (U U — tt*) -I- M (m U — U tt ) + U (u tt — tt') ^ 0. 
1 1* 3 2' '^ 2 ^ 1 2 «' 3^02 V 

Somit bildet unsere auf F ruhende, N umschriebene Schaar .^»^ 

3 d 

gerade eine oo ^lineare Schaar, ist also identisch mit der ganzen N 

d 

umschriebenen Schaar ron 4> . 

Und ganz so im Allgemeinen. Die linearen Identitäten zwischen den 
Bedingungen t) ) lassen sich immer sofort hinschreiben, und demnach auch 

die correspondirenden zwischen den <I> , und die Anzahlen beider Beding- 
ungen müssen sich auf x reduciren. 

Man hat daher als unmittelbare Folge ron Satz t) ): 

T) ) „Die vollständige qo'~~^ Schaar der einer N umschriebenen wird 

4 d n 

(d— 1) 
jedenfalls dargestellt, wenn man die e? — x — , N umschriebenen *P mit 

(den linken Seiten von) ebensoviel ganz beliebigen Flächen ^ multi- 

plicirt und addirt.'' 

1} ) „Eine F stützt eine N dann (und nur dann), wenn sie die ganze, 

5 n d 

der N umschriebene Schaar von *P stützt.** 
d n 

Die dualistischen Sätze verstehen sich dadurch vpn selbst. 
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(13) a ... = a , _ . 

Denn wo die Zerlegung einer Zahl N in (n -f- 1) 
Theilzahleu (0 . , , d) nur auf eine Art möglich ist, ist die 
Schreibweise (13) selbstverständlich gestattet. 

Schneidet man jetzt die JP^ mit der Curve ^^^ so gelangt 

man zu einer Gleichung der Ordnung d (n-f-l) ' 

(14) f-a^""^'^ =0 

deren Coefficienten einzeln den Coefficienten a . . ^ der 

»0-1 »1+ -"ii 

F proportional sind (abgesehen etwa von Zahlenfaktoren). 

Geht man somit umgekehrt von einer beliebigen Gleichung 
(14) d. h. von einem beliebigen d(w+l)-tupel der JV^ aus, so 

kann es nur eine F^^^ geben, die die N^ stützt und mit ihr 

diese Schnittpunktgruppe gemein hat. 

q, e, d. 
Dann aber ist wieder die gesuchte F keine andere als 

(15) «;+' . cT-' = 

WO diese Form aus a (die ihr*er8eit8 aus (14) durch Polari- 
sation nach d («+1) Elementen entsteht) hervorgeht, wenn 

man immer w-|-l dieser Elemente gleichsetzt. 

> 

Denn diese Form (15) erfüllt nach Nr. 21 die Beding- 
ungen (13). 

Demnach ist sowohl (15) durch (14), als umgekehrt, ein- 
deutig bestimmt. Dasselbe gilt dann dualistisch fllr eine ^^^j, 

die auf der N^ ruht. Dann aber muss (cf. den Schluss des 

Werkes) die bilinearc Invariante zweier solcher Flächen 
J^^^j, O^^^ zugleich eine solche der beiden binären Formen 

(14) sein und umgekehrt und da es beiderseitig nur eine solche 
giebt, so ist unser Prinzip *) Z) vollständig abgeleitet. 



Man sieht, dass die frühere Definition des Stutzens anch durch die 
letztere Erkläi'ung ersetzt werden kann. 

*) Da bekanntlich nach Caylcyes) jede In- und Covariante binärer 
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Die Anwendung dieses Prinzips auf conjugirte Gruppen 
binärer Formen fliesst daraus von selbst; man vgl.pg. 95, 205. 
Sie bleibe noch verschoben, bis wir die beiden weiteren Hülfs- 
sätze (den F- und H-Satz) erledigt haben, die nunmehr folgen. 
So wird man dann im Verein mit dem allgemeinen Satze des 
§. 34 zu sehr allgemeinen Apolaritätssätzen für die Norm- 
curven geführt. 

§. 36. 
Der allgemeine Stütz- (F) und Vielflach- (H) Satz der 

Normcurven. 

213. Der erstere dieser Sätze fliesst ohne Weiteres aus 
dem Prinzip 0^ der Form (15) einer die Normcurve N^ stutz- 
enden F und endlich aus der uns geläufigen Darstellung einer 
binären Form v**' Ordnung als Summe von v, v — 1 . . . etc. 
Potenzen, — ganz wie die besondern Fälle pg, 94, 102, 202, 
206, 213, 215, 226, 229, 234, 328. 

HUlfsbezeichnung. Wir sagen : 

^n Punkte {{x^^^) (i = 1, 2, . . . n, Zc = 0, 1, . . . d)) , deren 

Coordinaten der Gleichung genügen 

(1) a =0 

bilden ein P o 1 - n - 1 u p e 1«^> der Fläche a" = 0." Ferner: 

j^nd Lineargebilde „m^" (w^^ =r 0, i = 1, 2, . . . nd) bilden 

ein Pol-nd!-flach®*5 der Fläche a" := 0, wenn jede der 

Gruppen von n Punkten, durch deren jeden je d der Gebilde u 
gehen, ein Pol-w-tupel der Fläche bilden.* 



Formen als bilioeare Invariante zweier solcher Formen gleicher Ordnung 
aufgefasst werden kann, so lässt sich daraas die Fruchtbarkeit unseres 
Prineipes ermessen. Die Formen von einer primen Ordnungszahl lassen 
sich vor der Hand erst soweit hereinziehen, dass man sich auf die In- 
varianten derjenigen ihrer Covariantcn beschränkt, deren Ordnungszahl 
nicht prim ist. Diese In- und Covarianten (von Covariantcn der Grund- 
form(en)) sind ja bekanntlich wieder solche der 6ruudform(en). 
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Dann geht aus der Form a° = einer eine N stützenden 
F sofort der Hülfssatz hervor: -Stützt eine F eine N. 

n .13 na 

(d. h. eine beliebige Gurve d**' Ordnung und Classe in einem 
Räume von d Dimensionen) ^ so bilden die von den n Punkten 
eines Pol-n-tupels der Fläche an die N^ gehenden nd Linear- 
gebilde («) ein Pol-nd-flach der Fläche und umgekehrt." 

Dies ftlhrt zum Hauptsatze: 

Stütz- (F)SatzO 

I. ^Ist veineganze^ posi ti ve Nichtprimzahl^ 
=.nd und 

Erstens gerade = 21, Seien ferner m^j, Wgj_^ . . . mj 

ganze positive Zahlen (incl. d)^ die nur der einen 
Bedingung zu genügen haben: 

(2) 1. m^ -h 2. w^_, -h . . . ?^,^j = nd = 21, 
so sind irgend welche 

(2?)-, (2?— l)-,...(Z+l>flache 

im allgemeinen immer die bez. Pol-flache einer 

bestimmten die N. stützenden F .* 

▼^ d n 

^Istnä zweitens ungerade =27 — 1, und besteht 
zwischen eben solch en Zahlen n^^x-v ^^21—2 • • • *^i die 
eine Relation 

(2') 1 . m^^_^ + 2 . m^^_^ + . . ,lm^ = nd^2l— \ 
so sind irgend welche 
^21-1? *^2i— 2> • • • ^1 öii^ö^ N^ umschriebene resp. 

(2Z-.1)-, (2?— 2)-, . . . Z-flache 

die bez. Pol- flache einer bestimmten die N^stütz- 

a 

enden-F ." 

n 

II. jjDiese F^ erhält man beidemal so. (Man 
fietzestatt22resp. 22-^ 1 wieder nd). 



2\> ^21—1' • • • ^141 ®^*^®^ N^ umschriebene resp. 



VerallgemeineruDgen. 379 

Es giebt eine oo^, qo\ ... qd'~^ lineare Schaar 
von O^, die jedem der bez. 

^\^^ ^nd-i, ••• w^4(reßp.m^^_^jN^ umschriebenen 



8 2 

-1) -„ , 

e 



(nd)-, (nd-1)-, . . . ^ .(resp.^^-ii^ -)f I a c h 

ain&e^c^rie&ensind undaufJV^ ruhen. 

Dann istdie gesuchte JP diejenige^ die diese 
sämmtlichen Schaaren von O^ (nebst N^) stützt.* 

in. „Dann giebt es (für jede die N^ stützende 
F) eine 

00°*""^ 00°*^^,... 00* (resp. OD®) von, N^ umschriebenen Pol- 
(nd)'y {nd — 1)-,... -^-(resp. — ^—') flachen derF^. 

Diese (d. h. ihre Lineargebilde (u)) sind dar- 
gestellt durch die zu den 

Qten^ jten^ . , , (rcsp. — ^ — ) Polaren der Form 

/"= oj* (die JP'^ mit der ^^ gemein hat) conjugirten 

Gruppen. 

Mittelst irgend eines dieser Pol-flache stellt 
sichJP als resp. Summe von 

n * 

(nd), (nd — 1),... -^ (resp. — ^-) n*^ Potenzen dar.* 

Da ein solches Pol- (nd — i)-flach der F^ aus einem Pol- 

nd-flach derselben dadurch entsteht, dass i Lineargebilde (u) 

(d. h. ein Faktor i**' Ordnung einer Form Ay^) unbestimmt 

werden, so drückt sich die dem Satze II zur Seite gehende 
algebraische Construktion der F einfach so aus : 

IV. „Sind die m^^, w^^_„ • • • ^„d (»»nänJ 8^8«^®«®» 

9 9 
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(N^ umschriebenen) Viel flache dargestellt durch 

ebensoviele binäre Formen (von der Ordnung des 
bezüglichen Index), so multiplicire man immer die 

*^^nd-k (* = 0; 1, . . . g- resp. -g-^ 
Formen succ. mit 

Die zu diesen so entstehenden nä Formen (der 

Ordnung nd) conjugirte istdie Form/^= aj*, aus 

derin deugewohnten Weise die Gleichung 

(3) oS = 

unserer gesuchten J' hervorgeht.'' 

214. Besonders bemerkenswerth ist der specielle Fall, 
wo die Gleichung (2) die einfache Form annimmt : 

(4) nm^,^^_,j = wd. 

Er löst nemlich eine (an Nr. 210 sich anschliessende) 
fundamentale Frage : 

Wann besitzt eine Gruppe binärer Formen 
eine solche Unter grupjpe^ die mit dem vollstän- 
digen Polarsystem (einer gewissen Ordnung) 
einer bestimmten binären Form identisch ist? 

Zunächst sagt nemlich Satz i) für die Gleichung (4) aus : 
^Irgend d einer N^ umschriebene (nd — w-f-l)-flache sind 

Pol-flache einer bestimmten F cül-rz 0." 

Diese hat mit N^ die Punktgruppe /* = oj^ gemein, die 

man erhält, wenn man die entsprechenden d gegebenen 

Formen (der Ordnung nd — n-{-\) succ. mit X"~^, X°'"*n,...,ii"~* 
multipHcirt und die zu diesen nd Formen conjugirte bestimmt. 

Andrerseits ist die ganze Gruppe der N^ umschriebenen 
Pol-(nd — )i-|-l)-flache der J?"^ dargestellt (nach t, III) durch die 

• • 

zur Gruppe der {n — 1) ° Polaren der Form f conjugirte 
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Gruppe (mit der Gliederzahl nd — 2n-f-2). Diese ist also jeden- 
falls zusammensetzbar aus den d gegebenen Formen nebst 
noch nd — 2n — d-|-2 weiteren (linear unabhängigen). 

Und da endlich die zu den d gegebenen Formen con- 
jugirte Gruppe eine {nd — n — d+2)-gliedrige ist und diese die 

«-gliedrige Gruppe der (w — 1)**" Polaren von f unbedingt ent- 
halten muss (und nach Satz i) nur diese eine), so gilt zunächst: 
jjEine t == nd — n — d-|-2-gliedrige Gruppe von binären 
Formen der Ordnung |x=r/2d — n-f-1 enthält (im Allgemeinen) 

eine (einzige) w-gliedrige Untergruppe der (w — 1)*®° Polaren 
einer bestimmten Form,/* (der Ordnung nd).* 

U- gekehrt ergiebt sich aber sofort, wenn man jetzt 
t und (i als beliebig gegeben annimmt: 

(5) (d— 1) (d-|-^_2— |i+l) = also, da der Fall d = 1 be- 
deutungslos ist : (6) d=:ji — 1'\- 1 und weiter 

(7)«=|;-i = ^-\ = i^'-\ 

^ d — 1 ^ — t ' |i — t 

So oft also {JL — 1 (oder auch t — 1) durch {jl — t theilbar ist 
(und nur dann), giebt es ein Werthsystem d, w, das der Auf- 
gabe genügt. Dies liefert also das Resultat : 

x) jjSindji, ^zwei, sonstbeliebige, ganzeposi- 
tive Zahlen, die nur der einen Ungleichheit zu 
genügen haben, dass jx — 1 (und damit auch t — 1) 
durch ji — t theilbar ist, so besitzt (aber auch nur 

dann) eine ^-gliedrige binäre Gruppe der Ord- 

• 

nung|ximAllgemeinen stets eineeinzige w= - 

gliedrige Untergruppe, die sich aus allen (» — 1)**" 
Polaren einer bestimmten Form f der Ordnung 

(8) nd = |^-~J {!f.-t + 1) = „ -f n_l 

zusammensetzt.* 

Aus der Construktion von /*, wie sie oben angegeben wurde. 



/ 
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folgt sofort, dass f eine Combinante der d gegebenen Formen, 
also auch ihrer conjugirten Gruppe; mithin in Satz x) eine 
Combinante der gegebenen ^gliedrigen Gruppe ist, wie ja 
auch direkt evident ist. 

Der Satz x) fasst den Satz e) (pg. 366) als speciellen Fall 
in sich ; in der That, wenn wir t gleich n setzen, so folgt 

(9) t = ?^ oder n = ^ + 1 

und umg. 

Ein anderer wichtiger Specialfall wird durch die Annahme 
n = 2 erhalten. Dann wird 

(10) |i = 2 ^— 1 oder ji— ^ -f 1 = ^ 

und umg.: dann aber ist die zur gegebenen Gruppe conjugirte 
von der gleichen Gliederzahl wie diese. In diesem Falle geht 
also der Form f immer eine zweite solche gleicher Ordnung 
zur Seite, die die bez. Combinantenbildung der conjugirten 
Gruppe ist. 

215. Um den Hauptsatz des §. 34 für unsern Stützsatz 
verwerthen zu können, wird es, wenigstens behufs der grössten 
Einfachheit im Ausdrucke des Resultates, nöthig sein, die dort 
aufgestellten Formeln nach einer Richtung hin zu ergänzen. 
Will man nemlich jenen Satz nur als Potenzsummensatz, für 
eine gegebene Gruppe (ohne Rücksicht auf die bez. Eigen- 
schaften ihrer conjugirten) formuliren, so wird man aus den 
beiden Gleichungen ((4) (5) pg. 355) h eliminiren. Dies liefert 
zunächst nach leichter Rechnung: 

(11) m = iv—P) Cp + 1) — di' 
oder da bei gegebener ^-gUedriger Gruppe n**' Ordnung 

(12) w — d = t also d = n — t ist, 

(11) m = (pi-p) (p + 1) -i) (n-0. 

Dabei bedeutet m die Mannigfaltigkeit derjenigen p-glie- 
drigen Untergruppe (der gegebenen), deren Formen sich als 

Summen von (denselben) |i (n^°) Potenzen schreiben lassen. 



Verallgemeinerungen. 383 

Im Besondern giebt es demnach eine endliche Zahl 
solcher Untergruppen, wenn m = 0. Dann aber kommt: 

(13) ,x=i,. ^'^^-^—:=p{l-^-^}: 

X) ^Dies ist somit dann und nur dann mög- 
lich, wenn (w — t) durch (p -f- 1) theilbar ist. Dann 
aber giebt es auch immer solche Untergruppen." 

Specialisirt man andrerseits den Hauptsatz in der Weise, 
dass man nach der Darstellbarkeit der gegebenen Gruppe 
selbst fragt, so wird t z=z p und (11) zu: 

(14) m = t (n— n— 1) -f- n 

und sucht man hier wieder die endlichen Anzahlen von 
Potenzsumraendarstellungen, so kommt 

(15) ^ = t.'l-±\d.h. 

(i) ^Die Formen einer gegebenen ^-gliedrigen 

binären Gruppe n*®' Ordnung sind immer (und nur 
dann) auf eine endliche Art als Summen (je der- 
selben) (X. (w**°) Potenzen darstellbar (u. umg.), so 
oft (n+ 1) durch (^+ 1) theilbar ist." 

In der That geht dieser Satz auch aus dem vorigen (X) 
für < = j) hervor. 

Desgleichen ist zu unserem Zwecke die Erweiterung un- 
seres Stützsatzes mittelst des vorher gewonnenen Über- 
tragungsprincipes auf conjugirte Gruppen von mehreren Formen 
unentbehrlich. 

Was die Bezeichnung angeht, so werden die Begriffe 
^Gruppe, Untergruppe* auch bei ternären etc. Formen bei- 
behalten. 

Ist die Form einer F irgendwie als Summe von (i (n**°) 

Potenzen dargestellt, so bilden bekanntlich^^) die bezüglichen 
|x Lineargebilde (u) ein Pol[x-flach der Fläche und umg.: das 
Analoge gilt von einem gemeinsamen Pol-ji-flach mehrerer F . 



"T^ ~, 
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Dann spricht sich der allgemeine StUtzsatz für Gruppen 
von Formen ohne Weiteres so aus: 

^) jjGegeben sei eine N^ (N^) und eine oo" 

|m = 0, 1, 2, . . . (nd — 1)} lineare Schaar (Gruppe) 
von-F , die alle die Curve N^ stützen. 

Dann existirt eineoo** (|i i= nd — 1 — m) lineare 
Schaar (Gruppe) von O^, die alle auf dieser j^F^- 

Gruppe und auf -^7^ ruhen. 

Die dieser j^O^-Gruppe mit N^ gemeinsamen 

nä-tupel (von Gebilden u) bilden dabei die voll- 
ständige zur Gruppe der der „^"-Gruppe und J^^ 

gemeinsamen (Schnittpunkt-) nä-tupel CO njugirte 
Gruppe. 

Dem entspricht dann, dass die vollständige 
zur „i^"- Gruppe conjugirteO^ -Gruppe sich linear 

aus den Flächen der „0"-Gruppe und den der 
Curve N. umschriebenen Flächen zusammensetzt 

d 

und umgekehrt die vollständige zur „0"-Gr uppe 
conjugirte aus den Flächen der „F"-Gruppe und 
den der Curve N. einbeschriebenen Flächen. 

d 

Geht man umgekehrt von zwei auf derCurve 
N^ (N^) dargestellten CO njugirten binären Gruppen 

(der Ordnung «d) aus, so gelangt man wieder ein- 
deutig zu den beiden Gruppen der „JP*' und „O*' 
zurück, die mit N^ (N^) jene gegebenen binären 

Gruppen resp. gemein haben." 

Dann spicht sich der Hauptsatz des §. 34 nunmehr so aus 
(wenn die Begriffe Pol-|i-flach und Pol-jx-Eck sich dualistisch 
gegenüberstehen) : 

7c) I. „Gegeben sei eine (d -h l)-gliedrige Gruppe 
von F , die alle eine N^ (d. h. eine Raumcurve d**' 
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Ordnung (Klasse) in einem Räume von d Dimen- 
sionen) stützen. 

In dieser Gruppe befinde sich eine Jk-gliedrige 
Untergruppe von F^, die alle aus der N^ (abge- 

8ehenvonje*)ji festen Punktennoch) einei-glie- 
drige Gruppe der Ordnung (nd — \i) ausschneiden. 
Dann ist die Mannigfaltigkeit dieser Unter- 
gruppe 

(16) m = Z; (d 4- 1 — k) — p. (k — 1) = jj, — kp wo 
(17) jp = p. — (d 4- 1—k). 

Dann besitzt die zur JV^ **) und zur 2^-Gruppe 

vollständige conjugirte O-Gruppe eine p-glie- 
drige Untergruppe von gleicher Mannigfaltig- 
keit; derenFlächen sämmtlich das [x-Eck der bez. 
|x festen Punkte der Curve zum Pol-|x-Eck be- 
sitzen.'^ 

n) IL Gegeben sei eine ^-gliedrige Gruppe 
von 2^ , die alle eine N, stützen. 

n' d 

Dann giebt es solcher p-gliedrigen Unter- 
gruppen(2? = l, 2, ...Q, derenlndividueneinder 
N^ umschriebenes |i-flach zum gemeinsamen Pol- 

|i-flach haben; eineoo™ Schaar, wo 

(18) m = (n-p) (p + 1) - 1> (n—t). 
Speciell ist diese Schaar eine endliche (oo ), 
wenn (und dann immer) 

(19) 5^= einer stanzen Zahl ist. 

^ i>4-l 



*) Denn za jeder solchen Untergruppe gehört wieder ein anderes 
solches {&-tupel. 

**) Zur Abbürzuug anstatt: zu allen der N^ einbesohriebenen Flachen 

n^^ Ordnung cf. pg. 374. Anm. 

W. Fr. M«7«r» ApolaritSt. ^ 
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Dann wird (i 

(20) ,1 = p {1 + ^|}. 

Für p :=2 t ergeben sich die bez. Pol-Eigen- 
schaften der gegebenen Gruppe selbst/' 

;,In diesen Sätzen n (1, II) ist die vollständige 
Identität der Darstellbarkeit der binären Formen 
als Summen von gleich hohen Potenzen und der 
analogen der {d -+• l).-nären Formen, die eine N^ 

stützen und mit ihr (als N^ die gegebenen binären 

Formen gemein haben, ausgesprochen." 

216. Diesen Stützsätzen steht eine Reihe anderer gegen- 
über, von denen besondere Fälle schon pg. 97, 210, 221 
behandelt sind. Es möge hier nur der Hauptsatz mitgetheilt 
werden, an den sich alle weiteren, namentlich durch 
Verschmelzung mit den Stützsätzen (nach Analogie 
der Entwicklungen pg. 98, 105, 138, 201 f., 230, 234, 237) 
entstehenden als Corollare anschliessen. Die Äbleitungsmethode 
ist identisch mit der auf pg. 133 gegebenen, so dass auf ihre 
allgemeine Formulirung hier verzichtet werden mag. 

Wir bezeichnen jetzt genauer mit Fd ein solches (algje- 

n 

braisches) Gebilde im Baume von d Dimensionen, das selbst 
r-fach ausgedehnt ist und von jedem Lineargebilde (cf. 
pg. 356) auf der Stufe (d — r) in n Punkten getroffen wird. 
Demnach würden die bis jetzt mit F bezeichneten Flächen jetzt 

als ,,Fd * anzugeben sein, unsere Normcurve mit Fd etc. 

Dann lautet unser allgemeinster Vielflach (H-) Satz 
folgendermassen *) : 



*) Wir substitiiiren im Satze selbst statt des Bucbstabens F den an- 
peren H, in Analogie mit den früheren Bezeiohnongen. 



-J 
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p) H-Satz.. ,,Durch die Ecken von 9 (d > g ]> 2) 
einer N^ (d. h. irgend einer Curve d**" Klasse (und 
Ordnung, im Räume von d Dimensionen) umschrie- 
benen X;-flachen geht eine Hd ^ wo 

n 

(21) «_ j~ 2--__._^_^._^-^^. 

Sie ist dann zugleich der Ort derEcken einer 
Qo ^~^ linearen Schaar von N, umschriebenen 

a 

i-flachen. Diese letzteren sind, wenn diegrgege- 

benen Ä;-flache durch ^ binäre Formen U^ Ord- 
nung dargestellt sind, repräsentirt durch die 
ganze Gruppe derselben. 

Von jedem Punkte der Hd geht ein undnur 

n 

ein solches, N^ umschriebenes Ä-flach aus/' 

Besondere Fälle dieses Satzes sind schon vielfach'®) be- 
handelt : ich nenne hier z. B. Hurwitz, Weyr, Pasch, Cremona. 
(Des Letzteren Arbeit war mir nicht zugänglich.) 

Die analytische Darstellung dieser H-Gebilde ergiebt sich 
nach Früherem ohne Mühe aus der zu der gegebenen binären 
Formengruppe coujugirten „Schnittpunktgruppe''. Mittelst der 
fundaiüentalen Zerlegung der Nr. 21 ist es leicht, jedesmal die 

Flächen F^ anzugeben, deren vollständiger Durchschnitt unser 
H-Gebilde ist. 

Endlich erhält man in Analogie mit Nr. 52, 138, 146 die 
canouische Darstellung dieser H-Gebilde (mittelst Produkten- 
summen) ohne Weiteres aus der canonischen Potenzsummen- 
darstellung der binären Formen. 

Die sämmtlichen Entwicklungen und Sätze dieses § mögen 
in einer späteren Darstellung ausführlicher begründet werden. 



25* 
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§. 37. 

Der Satz über die Covarianten der fl- Reihe. Der Invo- 

lütionensatz. 

217. Beide Sätze eröffnen ein weites und schwieriges 
Gebiet unserer Apolaritätsforschungen : der erstere erledigt 
einen besonders wichtigen Fall der allgemeinen Frage nach 
der Bedeutung der Covarianten einer binären Form von zu- 
sammengesetzter Ordnung; der zweite lehnt sich wieder an 
einen Specialfall dieses Satzes au und führt in ein Gebiet ein, 
in dem überhaupt die gegenseitigen Verhältnisse der Linear- 
gebilde in den höheren linearen Räumen^ insbesondere insofern 
sie auf anzahlgeometrische Probleme führen, erforscht werden. 

Wir nennen j^fl" Covarianten* einer binären Form f 
gerader Ordnung (2fl() die zwei-, drei- . . . d reihigen Deter- 
minanten der 

2.1, 2.2, . . . 2 (d—l)***** Differentialquotienten von 
f (nach den homogenen Variabein) aus dem Grunde ; weil die 
erste Form dieser Reihe, die Hesse'sche Form von /*, gewöhn- 
lich mit H bezeichnet wird. Vl^ir schreiben unsere Formen succ. 

(1) H^^ H^y . . . -H,4_,y Die Elemente der Determinante 
H^ sind (in der Variabein) von. der Ordnung 2d — 2k, mithin 
H^ von der Ordnung 2 (A;-f-l) (^ — k). 

Dann lautet unser Satz (unter H^ sei f selbst verstanden): 

a) If-Satz. jjDie Formen H^ (= gesetzt, 

Ä; = 0, 1, .. . d — 1) stellen, wenn J'j diejenige Fläche 

(zweiter Ordnung) ist, die eine N^stützt und sie 

in den Punkten /*(= 0) trifft, diejenigen Linear- 
gebilde Ä*«' Stufe der Curve dar, die die Fläche 

berühren^ oder kürzer: j,die, Fläche und Curve 
gemeinsamen, Lineargebilde k^ Stufe.* 

Wir benützen zum Beweise folgende Hülfssätze, deren 
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Beweis für ein beliebiges d gerade so geführt wird, wie für die 
Fälle d = 2, 3, wo er bekannt ist. 

1) Die einer allgemeinen F^ = JPd ^angehörigen^ (d. h. 

sie berührenden) Lineargebilde irgend einer Stufe bilden einen 
jjComplex* zweiten Grades d. h. sie sind durch eine Gleichung 
2ten Gradesinden Coordinaten*) eines solchen Gebildes bestimmt. 

2) Ist eine N^ in allgemeinster Weise dargestellt durch : 

(d) 

(2) prKj = 9,(X) (i = 0, 1, . . . flf) = a.^ X^ + . . . a,^, 
so sind die (homogenen) Coordinaten eines der N^ angehörigen 

Lineargebildes fc**'* Stufe die Kerne der aus den Ä*®" Differential- 
quotienten der 9 gebildeten Matrix, somit ganze Funktionen 
von X der Ordnung {h-\'\) (d — k). 
Aus (1) und (2) folgt 

3) Es giebt 2 (*+ 1) (d—Ä) einer N^ und einer F^ = Fd 

gemeinsame Lineargebilde i*" Stufe, also gerade so viel, als 
die Ordnung von H^ beträgt. 

4) Wenn ein Lineargebilde irgend einer Stufe eine F^ 
berührt, so ist es in Bezug auf die F^ zum Berührungspunkte 
c o n j u g i r t d. h. das zu irgend einem Punkte des gegebenen 

Gebildes conjugirte**) Lineargebilde {d — 1)^^ Stufe (Gebilde u) 

geht immer durch den Berührungspunkt. 

Dann geht unser Beweis filr den -BT-Satz so vor : 

Die der N^ umschriebenen PoI-(2d — A;)-flache der (die 

N^ stützenden) F^ sind, wie wir wissen, dargestellt durch die 

zur Gruppe der k*^ Polaren von f conjugirte Gruppe d. h. 
die „Elemente* ***) des (2c? — Ä)flachs genügen den nach ebenso 



4—1 



*) cf. z. B. §. 1. 

**) Kürzer: die Polare (u) des Panktes (in Bezug auf die F^)» 

***) d. h. die Argumente der {2d — h) Gebilde (u) (der Curve), die es 
bilden. 
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viel Werthen polarisirten und = gesetzten k^^ Differential- 
quotienten von f. 

Demnach stellt H^ = diejenigen (und nur diese) der 

N^ umschriebenen Pol- {2d — Ä;)-flache der F^ dar, für die 

2 (d — k) ihrer Elemente (w-Gebilde) coincidirt sind (etwa in e). 

Aus dem Begriffe des Polvielflachs folgt dann sofort, dass 
in diesem Falle das Lineargebilde e der Curve von der 
k^^ Stufe in Bezug auf die F^ zu einem Punkte conjugirt 

ist, von dessen d an die Curve N^ gehenden Lineargebilden (w) 

gerade {d — k) als Schnitt das Lineargebilde e bestimmen. 

Daraus folgt aber mit Heranziehung des dritten und vierten 
Hülfssatzes sofort unser Satz *) (cf. die spec. Fälle pg. 92, 201). 

Der diesem entsprechende Satz für die ebenen Curven 

d^*' Ordnung, die einen Kegelschnitt stützen , ist daraus sofort 
angebbar, was aber unterbleibe, da seine Formulirung der geo- 
metrischen Prägnanz des jET-Satzes entbehren würde (cf.pg. 235). 

218. Man überzeugt sich sofort, dass (excL eZ = 1, wo 
der Satz bedeutungslos ist) die Ordnung von H^ immer grösser 

ist als die von f und gleich (abges. von k:=0) nur für kzzzd — 1. 

Man kann daher die Frage aufwerfen : Ist umgekehrt 
eine Form der Ordnung 2 (A+1) {d — k) gegeben, die zugleich 
den Bedingungen gentigt, eine Form H^ zu sein, wieviel 

Formen f giebt es dann , deren Covariante H^ mit der gege- 
benen Form identisch ist? 

Es soll hier nur der einfachste Fall kzzzd — 1 in Betracht 
gezogen werden. 

Dann lautet die Frage auch so : 

Gegeben sei ein e N^ und auf ihr ein 2d-tupel ^;^: 

*) Eine andere charakteristische Eigenschaft der binären Furmen 
gerader Ordnung (2d) und der ^Eiigehörigen F^ ist pg. 882 mitgetbeilt. 
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wieviele Og giebt es, die dieses 2d-tupel g-^ (= 0) 

(von «i-Gebilden) mitderN^ gemein haben und die N^ 
stützen? 

Diese Frage ist aber (nach Satz e^) pg. 366) identisch 
mit der andern : 

Wieviel In volutionen (d[-(-l)**'^ Ordnung giebt 
es mit gemeinsamen 2d = S Doppelelementen? 

die selbst wieder in der allgemeineren enthalten ist: 

t) Wieviel Involutionen (rf -f~ ^)'*' Ordnung 
giebt es mit gemeinsamen 2dz=zS Elementenpaaren 
(spec. Doppelelementen)? 

Die Lösung lautet: 

j^Die Anzahl a;^ dieser Involutionen bestimmt 

sich durch die Relation 

/«. ^S _ (5-1)! 

(^-+1)!(|-1)! 

die alle Fälle umfasst (nur dass man für S = 2 
fürO! die Eins zu setzen hat)^. 

Demnach ergeben sich z. B. für die Involutionen 

gter^ ^ter^ gter^ gter^ ^ter^ gter^ Ordnung 

2, 5, 14, 42, 132, 425 
Involutionen mit bez. 

4, 6, 8, 10, 12, 14 
gemeinsamen Elementenpaaren. 

Für den Beweis dieses „Involutionensatzes*' habe ich bis 
zur Zeit keine so einfache Form finden können, dass er hier 
vollständig abgeleitet werden könnte, es mögen einige An- 
deutungen über den Gang desselben hinreichen. 

Das Verfahren ist dem früher (Nr. 155) bei Involutionen 
vierter Ordnung angewandten ganz analog. Man bemüht 
sich, die gewünschten Involutionen in der That durch ge- 
eignete (2^)-Büschel auszuschneiden. 

Gehen wir etwa zu den nächst höheren (fiinfter Ordnung) 



^i}2 gehst eine ^ mit 8 eigentlicbeii 

fi6er, 30 denken ^'' "'^^^.^njente , wie man sich (ähnlich 

Doppelpnokten, ^^^^^^j. überzeugt, ganz willkürlich gewählt 

wie Bufpg' ^^0 "^^ Anmerkung.) 
werden können, i^^- 

, . Jurch jede (eigentliche) vierfache Sekante 

r ein Ebenenbüschel, das eine Involution fünfter Ord- 
<r mit vorgegebenen acht Elenientenpaaren aus der Cnrve 
ausschneidet. 

Man bestimme daher zunächst die (bekannte) (cf. pg. 363) 
Anzahl der vierfachen Sekanten , die eine JB* überhaupt be- 
sitzt: ziehe in unserem Falle davon ab erstens die Verbin- 
dungsgeraden je zweier der (8) Doppelpunkte ; zweitens die 
Sekanten, die von je einem Doppelpunkt ausgehen und die 
Curve noch zweimal treffen. (Da durch . Projektion von 

solchem Doppelpunkt aus auf eine Ebene eine iZ^ entsteht, 

so giebt es solcher Sekanten so viele, als eine 72^ ausser 7 

bestimmten Doppelpunkten noch weitere besitzt. Und analog 
in den höheren Fällen.) Demnach erhält man als Anzahl 

der eigentlichen vierfachen Sekanten unserer i?J: 



7. 6. 6. 5 



8. 7 



6. 5 



— 7) = 13. 



^^^ 1. 2. 2." 3 1. "2 ^^"1. 2 

Also existiren jedenfalls (mindestens) 13 Involutionen 
fünfter Ordnung mit 8 *) gemeinsamen Elementenpaaren. 

Sehen wir zu , ob wir nicht einen noch genaueren 
Werth ermitteln, wenn wir unsere Involutionen aus einer 

i{^^ (also im nächst höheren Räume) mit 8 (eigentlichen) 



*) Diese sind auch als Argumente der 8 Doppelpunkte der .5^ 

willkürlich annehmbar. Denn acht eigentliche Doppelpunkte zu be- 
sitzen mit beliebigen Argumontenpaaren zUhlt 24 Bedingungen, die eine 

Ji gerade erfüllen kann, 



I 
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Doppelpunkten*) durch Büschel von (w)-GebiIden ausschneiden, 
die durch je ein die Curve sechsmal treffendes Linearge- 
bilde zweiter Stufe (Ebene) gehen. 

Wir bilden erst wieder die Anzahl dieser Ebenen für 

eine üj^ überhaupt (nach Formel (25) pg. 363): ziehen fllr 

uusem Fall davon ab 1) die Verbindungsebenen je dreier 



*) Die Existenz dieser Curve ist leicht direkt nachweisbar. Denkt 

man sich eine ^ mit 21 getrennten Doppelpunkten (eine Curve, die 

man durch einen continnirlichen Process analog dem pg. 346 anmerkung 

raitgetheilten aus einer JB^ mit 15, diese wieder aus einer JA mit 10 

Doppelpunkten, die nach Nr. 192 existirt, ableiten kann) „und legt 

durch 13 derselben und irgend drei einfache Punkte der Curve eine 

ooS-Schaar von Curven fünfter Ordnung, so schneidet diese gerade die 

viergliedrige Gruppe unserer betrachteten i^^ aus**. 

Die Argumente der acht Sestdoppelpunkte der ^ sind ganz will- 
kürlich (wie die der drei einfachen Punkte) und in der That hängt eine 
B* mit acht Doppelpunkten (von beliebigen Argumenten) noch ausser- 
dem von drei Willkürlichkeiten ab. 

„Daher giebt es also auf unserer ^ immer 14 Sextupel von Punkten, 

deren jedes nebst den 13 ausgewAhlten Doppelpunkten und drei willkür- 
lich gewAhlten einfachen Punkten die Grundpunkte eines Büschels von 
Curven fünfter Ordnung bilden (und diese 14 Büschel schneiden dann 
14 Involutionen fünfter Ordnung mit 8 gemeinsamen Elementenpaaren 
aus der Curve aus).** 

Das einfachste Bild unserer 14 Involutionen erhält man in dem 

Fall der B^ (mit 15 Doppelpunkten). Betrachtet man hier die Argumen- 
tenpaare von 8 derselben als die gegebenen Elementenpaare (die dann 
allerdings durch eine bestimmte Relation verbunden sind), so werden die 
gewünschten 14 Involutionen aus der Cnrve aupgeschnitten 

1) durch die 7 Strahlbüschel der 7 weiteren Doppelpunkte, 

2) durch 7 Büschel von Curven dritter Ordnung, deren Grundpunkte 
aus den 7 weiteren Doppelpunkten und je einem Paar von einfachen 
Punkten der Curve bestehen. 

(Denn das Netz von Curven dritter Ordnung durch diese 7 Doppel- 
punkte schneidet aus der Curve die dreigliedrige Gruppe einer i^ aus.) 
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der (8) Doppelpunkte, 2) die Verbindiingsebenen je zweier 
von ihnen, die die Curve ausserdem noch zweimal treiFen, 3) 
die durch je einen Doppelpunkt gehenden , die die Onrve 
noch viermal treffen. Dies liefert für die gewünschte Zahl 
von eigentlichen sechsfachen Sekanten-Ebenen: 

^^ 1. 2 '2. 3 3. 4 
f8.7.6 , 8. 7.,_ .,,(,17.6 6.5 7.6 _,, „.ll ,^ 

Durch jede derselben geht ein (u)Büschel, das eine 
der verlangten Involutionen aus der Ourve ausschneidet, so- 
dass mindestens 14 solcher existiren müssen. 

Geht man jetzt aber wieder weiter, zu BJj, iJj* etc. mit jo 
acht eigentlichen Doppelpunkten und verfahrt analog, so 
überzeugt man sich, dass diese Zahl 14 immer wieder- 
kehrt, also eine obere Grenze ftlr die gewünschte Anzahl 
darstellt. 

Dies bestätigt sich vollkommen durch die allgemeine 
Untersuchung. Schneidet man, ganz wie oben, auch die 
Involutionen n*" Ordnung, durch (u)- Büschel aus Curven 
aus, die immer (2» — 1) eigentliche Doppelpunkte besitzen, 
so ergiebt sich illr die jedesmal so nachweisbare Zahl von 
gesuchten Involutionen (mit denselben 2(n — 1) Elementen- 
paaren) eine Becursiousforniel. Diese lüast sich in eine 
einzige Reihe zusammenziehen, deren Summe von einem 
bestimmten Gliede an einen festen Grenzwerth 
nie mehr Überschreitet (weder nach oben noch nach 
unten). Darin liegt der (wenn auch nicht vollkommen 
strenge) Beweis, dass dieser Grenzwerth die gewünschte 
Anzahl genau darstellt. Dieser Grenzwerth nun ist kein 
anderer als der oben unter (3) angegebene, nachdem man 
für den ursprünglich gefundenen noch Zähler und Nenner 
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mit gewissen ganzen Zahlen multiplicirt hat^ um ihm diese 
elegante Gestalt zu verleihen. 

219. Unser Involutionensatz lässt sich aber auch leicht 
in die Sprache der höheren Räume übersetzen und bildet da 
wieder den Ausgangspunkt einer vollständigen anzahlgeome- 
trischen Theorie der Lineargebilde dieser Räume. 

Wählen wir als Beispiel die Involution vierter Ordnung. 
Eine solche ist auf einer N^ durch zwei ihr umschriebene 

Vierflache (Quadrupel) gegeben und bestimmt dann vermöge 
aller ihr angehörigen Quadrupel die Punkte einer Geraden g. 
Jedem Doppelelemente der Involution entspricht dann eine 
jjEbene^ derCurve, die die Gerade g trifft und umgekehrt. 
Daher giebt es so viele Involutionen vierter Ordnung mit den- 
selben (6) Doppelelementen, als Gerade, die sechs Ebenen 
einer Curve N^ (und somit nach einem bekannten'^) Lagenprincip 

überhaupt sechs Ebenen) trefl^en. 

Und so spricht sich der Involutionensatz x) auch so aus : 
Satz Tj). jjE s giebt a?§_2d Lineargebilde erster 

Stufe (Geraden), die in einem Räume von d-f-l 

Dimensionen 5 Lineargebilde d**' Stufe treffen 

(u. dual.).« 

Und analog beweist sich folgender Ausspruch : 
Prinzip v) ^Es giebt in einem Räume von n 

Dimensionen gerade so viel Lineargebilde r*" 

Stufe, die (r-f-l)(w — r) Lineargebilde (w — 1 — r)*" (d. i. 
derconjugirten) Stufe treffen (u. dual.), als (r-|-l)- 

gliedrige binäre Gruppen M**'"Ordnung mit ge- 
meinsamer Funktionaldeterminante.« 

Man erkennt daraus, dass die vollständige algebraische 
Erweiterung unseres Involutionensatzes x) (auf höhere Gruppen) 
zugleich alle anzahlgeometrischen Probleme lösen würde, die 
man in den höheren (linearen) Räumen , sofern es sich um 
Lincargebilde allein handelt, überhaupt stellen kann. 
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Es ist hier aber zugleich der Ort, allgemein darauf hinzu- 
weisen, wie wir durch unsere Apolaritätsbetrachtungen , die una 
niitNothwendigfeeitauf dieH-(cf, Satz p)und die ihnen je eindeutig 
zngeordneten (eine N^ stützenden) f-Gebilde und ihre invari- 
anten Eigenschaften führten , thatsächlich impücite die 
Theorie der entsprechenden Lineargehilde höherer Räume 
mitbehandelt haben. Denn die Coefficienteu in den Glei- 
chungen der H-Gebilde sind ja nur lineare Combinationen der 
Coordinaten der bez. Lioeargebilde (und umgekehrt) und es 
gelten zwischen ihnen die analogen Relationen , wie zwischen 
den letzteren (Coordinaten). 

So waren die H-K egelschnitte thatsächlich die Bilder der 
Raumgeraden und in diesem Sinne behandelte ja der §. 21 die 
Abbildung der linearen Complexe auf die Ebene. 

So rechtfertigt sich die dem Titel dieses Werkes beige- 
gebene Erklärung. Das schon zu Anfang dieses Kapitels in 
Aussicht gestellte Werk wird gerade diese Beziehung zwischen 
Linear- und H-Gebilden, nebst den bez. Coefficientenrelationen 
mit zu Grunde legen. So wird es möglich sein, eine schon 
von Manchen'^' (z. B, Grassmann, Veronese, Jordan, Halph^n, 
Spottiswoode) angebahnte projektivische Theorie der höheren 
linearen Ränme , wenigstens in den Elementen , systematisch 
durchzufllhren. 



Die lineare Transformation anf den rationalen Cnrven nnd die 
allgemeine Collineation. 

220. Zum Schlüsse soll noch die wichtige, am Ende 
von Kap. I aufgeworfene Frage nach der Beziehung zwischen 
den linearen Transformationen auf Gurren ü* und den Coi- 
lineatiooen des bez. Raumes erledigt werden. Dies geschehe 
in gedrängter Weise mittelst einiger Sätze , deren (einfache) 
Beweise hier unterdrückt sind. 



f 
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Eb gentigt, statt der Curven ü* die (Norm)curven ü" 
zu Grunde zu legen. Dazu dient der 
Hülfssatz I. j^Gegeben sei eine R^: 

(1) px^ = <p,(X) (t = 0, 1, . . . n). 

Streicht man (n — d) dieser Gleichungen (etwa für 
i=zd-\-l, d-\-2, . . . w); so resultirt eine R^, die aus der JB° 

durch jjProjection* entsteht, und zwar mittelst aller (oo ^) 

w-Gebilde*), die durch das Lineargebilde (n — d — 1)*®' Stufe: 

(2) x^ = 0, x^ = O,...x^ = 

gehen, auf dasjenige d*^^ Stufe : 

(3) x^+, = 0, ar,^, = 0, . . . a;„ = 0. 
Ist daher umgekehrt eine R^ (px^ z=z (p^{X), i = 0, 1, ... ei) 
gegeben, so lädst sie sich durch Hinzuftigung von beliebigen 
n — d weitereu Gleichungen (px^ ^ T^W; Ä = d + 1, . . . n) 

in der angegebenen Art als Projektion einer R^ auffassen. 

Eine lineare Transformation auf der R^ ist dann genau dieselbe, 
wie die auf der bez. JS"." 

n 

Fragen wir, in was für eine lineare Transformation des 
Raumes von n Dimensionen durch diesen Process irgend eine 
solche des 'gegebenen Raumes (von d Dimensionen) übergeht, 
so löst dies der 

Hülfsatz IL j^Ist die Transformation im höheren Räume 
(von n Dimensionen) gegeben durch: 
(4) py, = a.^ = a^^ a:^ + a,^ a;^ + . . . a,^ x^ (i = 0, 1, ... n) 

und verschwinden alle v**° Unterdeterminanten der Trans- 
formationsdeterminante (aber nicht alle (v -j- 1)**°); so stellt 
diese speci eile Transformation eine „Projection" 

dar von dem Lineargebilde v**' Stufe 

(7) «j^ = (i = 0, 1, , . . w) (mit den Horizontalcoefficienten a) 



*) d. i. immer ein Gebilde u^ = 0. 
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auf das (dualistisch conjugirte) Lineargebilde 

(w_v—l)**' Stufe: 

(8) a^^ = (fc = 0, 1, . .. n) (mit den Vertikalcoefficienten ä), 

verbunden mit einer (allgemeinen) Collineation 
in dem letzteren Gebilde. 

Urag. gehe man von einer beliebigen Collineation im 
letzteren Gebilde aus, so gelangt man rückwärts zur (uneigent- 
lichen) Collineation (4) im höheren Raume/^ 

221. Fragen wir nunmehr, welche (specielle) Collineation 
im bez. Räume (von n Dimensionen) eine lineare Transfor- 
mation auf einer R^ nach sich zieht, so lautet die Antwort: 

Satz (p) „Durch eine (allgemeine) lineare 

Transformation auf einer iJMst die (allgemeinste) 

Collineation des bez. Raumes von der Art be- 

•V stimmt; dass sie die Curve in sich überführt und 

; umgekehrt. Eine solche besondere Collineation 

hängt (bei ganz willkürlicher Anuahmeder R^ 

und der projectivischen Beziehung auf ihr) von 

(n — 1) Constanten weniger ab, als die allgemeine 

J Collineation (des bez. Raumes). Dies rührt daher, 

'' dass, w^ewn es eine iJ^ giebt, die bei einer Colline- 

ation in sich übergeht, so auch noch eine oo*^^^ 
Schaar.* 

In der That, seien 0, oo die Doppelelemente der pro- 
jectivischen Beziehung auf der B^, und das Coordinatenpoly- 

eder das Normpolyeder (cf. Nr. 30) der Cnr\'e, so ist diese dar- 
gestellt durch : 

(9) px^ = k^ X* (i = 0, 1, . . . w) 

und die projektivische Beziehung nebst der durch sie be- 
stimmten Collineation durch 

(10) X' = aX, a^j = a* x^. 

Dann aber geht auch jede Curve der oo**""' (pg. 44, 300) 



V 
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